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Introduction
En novembre 2013, l’agence spatiale europe´enne de´cide de se´lectionner le the`me
scientifique ”l’Univers Gravitationnel” [40] pour la future mission spatiale large dont
le lancement est pre´vu aux alentours de 2034. Pour la premie`re fois, dans le domaine
du spatial, la voie d’une astronomie d’une toute nouvelle nature est en passe de s’ou-
vrir, le me´diateur traditionnel des observations, le photon, ce´dant sa place aux ondes
gravitationnelles dont l’existence fut pre´dite par Albert Einstein, de`s 1915, dans sa
the´orie de la relativite´ ge´ne´rale. Bien qu’a` ce jour ce rayonnement n’ait toujours pas
e´te´ observe´ directement, plusieurs preuves indirectes, dont la plus fameuse est issue
des observations de Hulse et Taylor a` partir de 1974, semblent fermement confor-
ter l’existence d’un tel rayonnement. La nature exotique des sources astrophysiques
rayonnantes, les observations a` tre`s grande distance permises par cette astronomie
et le caracte`re entie`rement ine´dit de la de´tection d’ondes gravitationnelles font de
ce the`me l’un des de´fis scientifiques majeurs du XXI-e`me sie`cle.
Le the`me scientifique valide´ par l’agence spatiale europe´enne en 2013 s’accom-
pagne de la proposition d’un concept de mission, appele´ evolved Laser Interferometer
Space Antenna (eLISA), non-de´finitif a` ce jour, mais qui ne sou↵re pas encore d’une
concurrence franche. La prochaine e´tape de la de´finition de la mission large L3
consiste a` se´lectionner un concept de de´tecteur, puis d’engager les de´veloppements
technologiques ne´cessaires a` sa construction. D’ici la fin de la de´ce´nnie, la priorite´
de la communaute´ scientifique eLISA semble donc de re´aliser une e´tude des confi-
gurations imaginables pour la mission eLISA, afin d’aboutir au meilleur compromis
entre budget ne´cessaire et be´ne´fices scientifiques attendus.
Le travail de the`se pre´sente´ dans ce manuscrit s’inscrit dans ce programme, en
tentant de contribuer a` la caracte´risation de la sensibilite´ du de´tecteur. A cet e↵et,
un simulateur dynamique du de´tecteur a e´te´ de´veloppe´ et permet d’e´valuer le bruit
d’acce´le´ration pour diverses configurations du de´tecteur, ce bruit e´tant responsable
de la de´te´rioration de la sensibilite´ du de´tecteur a` basse fre´quence. Il o↵re e´galement
l’opportunite´ d’e´tudier l’influence des proprie´te´s des divers instruments embarque´s
sur ce bruit d’acce´le´ration, participant alors a` une meilleure compre´hension ge´ne´rale
du fonctionnement du de´tecteur.
Ce manuscrit se de´veloppera en quatre parties. Dans un premier temps, on intro-
duira rapidement le concept des ondes gravitationnelles et le cadre the´orique dans
lequel elles s’inscrivent. Ce sera l’occasion de re´aliser un bref parcours des sources as-
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trophysiques de principal intereˆt pour la mission eLISA et d’introduire le principe de
fonctionnement du de´tecteur. Dans la seconde partie, on expose la mode´lisation re´a-
lise´e de la dynamique du syste`me qui constitue le coeur de l’outil de simulation. On
y introduit le concept de repre´sentation d’e´tat d’un syste`me di↵e´rentiel, sur lequel
se base la mode´lisation du syste`me en boucle ferme´e. En troisie`me partie, on pre´-
sente la mode´lisation des di↵e´rents modules du simulateur, des syste`mes de mesure
aux syste`mes d’actuation, en passant par la loi de controˆle permettant l’asservisse-
ment de la dynamique du syste`me. Dans cette partie, on commente e´galement les
premiers re´sultats du simulateur, telle la stabilite´ des variables dynamique ou, plus
ge´ne´ralement, les qualite´s de l’asservissement observe´es. Mais on y pre´sente surtout
les performances atteintes en terme de bruit d’acce´le´ration, et on de´compose les in-
fluences de diverses proprie´te´s mode´lise´es du de´tecteur sur ce bruit. Dans la partie
finale, on donne, a` titre d’illustration, une estimation pre´liminaire du bruit d’acce´-
le´ration attendu et on propose un ensemble d’ame´liorations possibles a` apporter a`
l’outil de simulation.
13
Premie`re partie
L’Univers gravitationnel et la
mission eLISA
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Dans cette premie`re partie, on introduit le concept des ondes gravitationnelles
par une bre`ve discussion du cadre the´orique dans lequel elles s’inscrivent, la des-
cription relativiste de l’interaction gravitationnelle et en particulier la the´orie de la
relativite´ ge´ne´rale d’Einstein. On pre´sente notamment quels sont les me´canismes de
ce rayonnement et comment certains objets et phe´nome`nes violents dans l’Univers
peuvent constituer des candidats a` une telle e´mission. De`s lors, ce rayonnement gra-
vitationnel constitue le te´moin observable de cette activite´ et leur de´tection ouvre la
voie d’une toute nouvelle astrophysique, celle de l’Univers gravitationnel. On discute
alors des di↵e´rentes me´thodes de de´tection mises en oeuvre ou en projet a` ce jour, en
se concentrant en particulier sur la mission eLISA, futur observatoire spatial d’ondes
gravitationnelles, et sujet du pre´sent manuscrit. On pre´sente le principe de de´tection
de eLISA et discute de la sensibilite´ de l’instrument qui limite la nature des sources
potentiellement observables. On mentionne enfin le lancement du satellite LISA Pa-
thfinder pre´vu pour octobre 2015, ve´ritable e´claireur pour la mission eLISA, dont le
but est de tester en milieu spatial une technologie similaire a` celle envisage´e pour la
de´tection d’ondes gravitationnelles avec eLISA.
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Chapitre 1
Principe d’e´quivalence et
description relativiste de la
gravitation
1.1 Principe d’e´quivalence
L’ide´e de la relativite´ ge´ne´rale d’Einstein de´marre d’une conside´ration simple en
apparence qui va pourtant conside´rablement modifier le point de vue de la science
sur la force de gravitation. En me´canique classique de´ja`, on observe par l’interme´-
diaire de la loi de gravitation de Newton une correspondance entre masse inerte
mi, responsable de la re´sistance des corps a` toute acce´le´ration ~a par rapport a` un
re´fe´rentiel inertiel, et la masse pesante mg qui de´finit l’intensite´ de la force gravita-
tionnelle que subit un corps dans un champ gravitationnel ~g (de manie`re similaire
a` la force de Coulomb, produit de la charge e´lectrique et du champ e´lectrostatique
local).
mg~g = mi~a (1.1)
La correspondance entre masses inerte et grave (mg = mi) est tout a` fait re-
marquable, car elle implique que la trajectoire de tout corps dans un champ gra-
vitationnel est identique pourvu que les conditions initiales du mouvement soient
rigoureusement similaires. La trajectoire physique dans le champ de gravitation ne
de´pendrait aucunement de la masse du corps, a` l’inverse du mouvement d’une parti-
cule charge´e plonge´e dans un champ e´lectrostatique. Il existe plusieurs niveaux de ce
principe d’e´quivalence et celui qui invoque essentiellement l’e´galite´ des masses inertes
et graves est appele´ principe d’e´quivalence faible. Galile´e l’e´nonce pour la premie`re
fois, de`s le XVII-e`me sie`cle, en a rmant que [8] : ”Le mouvement de n’importe quel
corps en chute libre est inde´pendant de sa composition et de sa structure.”
Le principe d’e´quivalence d’Einstein propose une relation encore plus intime entre
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inertie et gravitation. L’expe´rience de pense´e ce´le`bre mettant en sce`ne un ascenseur
spatial acce´le´re´ uniforme´ment par rapport a` tout re´fe´rentiel inertiel illustre parfai-
tement cette relation. On imagine donc un ascenseur dans le vide interside´ral, donc
loin de toutes influences gravitationnelles exte´rieures, soumis a` une acce´le´ration ~g du
point de vue d’un observateur A inertiel exte´rieur et par l’interme´diaire d’une force
exerce´e par un eˆtre gigantesque de nature inconnue. Un observateur B se trouve
dans l’ascenseur et se voit incapable d’observer un autre environnement que l’inte´-
rieur de la cabine. L’observateur B posse`de quantite´ de pommes de taille et masse
di↵e´rentes qu’il de´cide de laˆcher simultane´ment de la meˆme hauteur. Il observe alors
que chacun de ces corps chute a` une vitesse identique quelque soit leur masse. Si
ce dernier est au fait des principes de la me´canique newtonienne, il en de´duira cer-
tainement la pre´sence d’un champ de forces de type gravitationnel, dont l’intensite´
de´pend de la masse grave des objets. En revanche, l’observateur A, ayant alors re-
marque´ la pre´sence du ge´ant, et dont le souci majeur est bien entendu de re´aliser que
l’ascenseur ne constitue pas un re´fe´rentiel inertiel, interpre´tera ce champ de forces
dont parle l’observateur B comme le re´sultat de forces d’inertie apparentes. Pour
lui, ce n’est pas la pomme qui tombe, mais bien le sol uniforme´ment acce´le´re´ par
rapport a` elle, tout juste inertielle depuis qu’elle a e´te´ de´solidarise´e du re´fe´rentiel
de l’ascenseur lorsque l’observateur B l’a laˆche´e, qui la rattrape a` une vitesse en
constante augmentation.
Figure 1.1 – Illustration de l’expe´rience de pense´e d’Einstein. L’observateur B dans l’ascenseur
spatial, acce´le´re´ du point de vue d’un observateur exte´rieur A, interpre`te le mouvement de la pomme
tout juste laˆche´e comme influence´ par un champ de force gravitationnel. Credit : Markus Poessel.
Il serait alors tentant, bien que pas franchement rassurant, de s’identifier a` l’ob-
servateur B dans l’ascenseur et interpre´ter la gravite´ terrestre comme re´sultant d’une
acce´le´ration uniforme exerce´e par un individu titanesque. La notion de poids des ob-
jets sur Terre ne serait alors que le reflet de leur inertie, c’est-a`-dire l’e↵ort que l’on
doit produire pour acce´le´rer ces objets par rapport au sol terrestre et ainsi e´viter
qu’il ne les rattrape. Cependant, cette analogie n’est rendue valide que dans le cadre
d’un champ d’acce´le´ration homoge`ne, ce qui n’est bien suˆr pas le cas sur Terre et de
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manie`re ge´ne´rale dans l’Univers. La pre´sence d’e↵ets de mare´e re´sultant du caracte`re
inhomoge`ne du champ gravitationnel, a` la fois en direction et en intensite´, ne peut
pas eˆtre reproduite par un tel champ d’acce´le´ration. Pour montrer cela, on retrouve
maintenant l’ascenseur et l’observateur B en chute libre dans le champ gravitationnel
terrestre. Selon l’analogie pre´ce´dente, l’observateur B n’e´prouve plus aucune di -
culte´ a` soulever l’une de ces pommes et ces dernie`res se retrouvent a` flotter devant
lui lorsqu’il les laˆche. Tout se passe comme si la force de gravitation avait disparu de
l’ascenseur. A l’exception cependant d’un phe´nome`ne : lorsque l’observateur B laˆche
simultane´ment deux de ses pommes, en admettant qu’il fasse preuve d’une pre´cision
d’observation remarquable, il constate alors que ces pommes se rapprochent l’une de
l’autre, phe´nome`ne qui ne peut pas eˆtre explique´ en l’absence totale de gravitation.
En re´alite´, le champ gravitationnel auquel sont soumises les pommes est central.
D’un point de vue newtonien, les forces exerce´es par la Terre sur les deux pommes
ne sont pas exactement coline´aires et on aperc¸oit alors une tre`s faible acce´le´ration
relative entre ces deux corps.
Le principe d’e´quivalence d’Einstein va bien au-dela` de l’e´galisation de la valeur
nume´rique des masses inertes et graves en unifiant e´galement leur nature profonde.
Il e´nonce que les points de vue des observateurs A et B de la premie`re expe´rience
sont e´quivalents. L’observateur B est en droit de penser qu’il est un observateur au
repos et d’interpre´ter la dynamique des corps dont il dispose comme soumis a` un
champ de gravitation. En particulier, Einstein soutient [12] qu’aucun privile`ge ne
doit eˆtre attribue´ aux re´fe´rentiels inertiels pour de´crire de quelconques phe´nome`nes
physiques, comme le sugge`re le principe d’inertie de Newton, ou` les corps en mou-
vement libre sont contraints a` un de´placement rectiligne et uniforme relativement
a` un re´fe´rentiel galile´en. Dans un re´fe´rentiel non-inertiel, acce´le´re´ ou en rotation,
ces lois physiques sont pre´serve´es valides tant que les e↵ets d’inertie, ou interpre´te´s
de manie`re e´quivalente comme les e↵ets d’un champ de gravite´, sont conside´re´s. Il
ge´ne´ralise ainsi le principe de relativite´, qui stipulait jusqu’alors que les lois phy-
siques s’e´noncent de manie`re e´quivalente dans n’importe quel re´fe´rentiel inertiel, a`
une classe plus large de re´fe´rentiels incluant les re´fe´rentiels non-galile´ens.
1.2 Courbure de l’espace-temps et mouvement ge´o-
de´sique
Par l’interme´diaire de l’e´quivalence entre les conclusions de l’observateur A et B
de l’expe´rience de l’ascenseur, Einstein de´duit de la the´orie de la relativite´ restreinte
une nouvelle interpre´tation de la nature de la gravitation. Pour cela, il conside`re
deux disques de dimensions identiques au repos, le second K 0 e´tant en rotation a`
vitesse constante par rapport au premier K, conside´re´ comme inertiel, autour d’un
axe ~z commun. En disposant un ensemble de re´glettes de taille similaire autour de
la pe´riphe´rie des deux disques et le long de leur diame`tre, il propose de comparer la
ge´ome´trie apparente de ces disques. La the´orie de la relativite´ restreinte a rme que,
du point de vue de K, les re´glettes en pe´riphe´rie de K 0 sont soumises a` la contraction
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de Lorentz, mais pas celles situe´es selon le diame`tre (car orthogonales a` la vitesse des
re´glettes qui est tangentielle a` la pe´riphe´rie du disque). Par conse´quent, selon K, le
rapport de son diame`tre D sur sa circonfe´rence C est de´fini en ge´ome´trie euclidienne
comme CD = ⇡ alors que ce meˆme rapport pour le disque K
0, toujours du point de
vue de K est CD > ⇡. De meˆme, si l’on a↵ecte la pe´riphe´rie et le centre du disque
K 0 de deux horloges strictement identiques, la dure´e de leur battement ne sera pas
observe´e identique par K comme par K 0, et celle en pe´riphe´rie apparaˆıtra battre
plus lentement.
Einstein arrive alors a` la conclusion re´volutionnaire suivante [12] : ”Le champ gra-
vitationnel influence et meˆme dicte les lois me´triques du continuum espace-temps”.
Il construit une the´orie relativiste de la gravitation en interpre´tant ses e↵ets comme
re´sultant de la ”chrono-ge´ome´trie” de l’espace-temps, de´ja` introduite par Hermann
Minkowski dans le cadre des espace-temps plats de la relativite´ restreinte. L’objet
espace-temps perd a` nouveau de sa rigidite´ acquise en me´canique classique lorsque
la gravitation est interpre´te´e par Einstein comme le re´sultat de sa courbure. Dans un
espace-temps courbe, la ge´ome´trie euclidienne n’est plus de rigueur et le rapport de
la circonfe´rence d’un cercle sur son diame`tre ne donne plus la constante ⇡, comme
de´ja` remarque´ avec l’exemple du disque en rotation. C’est la ge´ome´trie en espace
courbe qui la remplace, et par son interme´diaire, le principe d’inertie de Newton
est comple`tement rede´fini : un corps en mouvement libre poursuit par rapport a` un
quelconque re´fe´rentiel une trajectoire ge´ode´sique, c’est-a`-dire la plus courte entre
deux points, la notion de distance e´tant intimement lie´e a` la ge´ome´trie de l’espace-
temps. La premie`re loi de Newton est donc remplace´e par l’e´quation du mouvement
ge´ode´sique suivante :
d2Xµ
ds2
+  µ↵ 
dX↵
ds
dX 
ds
= 0 (1.2)
pour le quadrivecteur e´ve`nement X⌫ = (ct, ~x), s e´tant l’intervalle espace-temps
(ou le temps propre du corps conside´re´) et  µ↵  est le symbole de Christo↵el per-
mettant de rendre compte de l’influence de la ge´ome´trie de l’espace-temps conside´re´
dans l’e´volution temporelle du quadrivecteur X⌫ .
Pour caracte´riser localement les proprie´te´s de l’espace-temps, on utilise la quan-
tite´ tensorielle gµ⌫, appele´e tenseur me´trique, qui de´finit les relations de distances
infinite´simales entre un point de l’espace-temps physique et son voisinage le plus
proche. Le tenseur me´trique gµ⌫ de´finit comple`tement la ge´ome´trie de l’espace-temps.
Dans l’e´quation 1.2, le symbole de Christo↵el  ↵  est relie´ au tenseur me´trique gµ⌫
par :
 µ↵  =
1
2
gµ⌫ (g⌫↵,  + g⌫ ,↵   g↵ ,⌫) (1.3)
ou` l’on introduit la convention de sommation d’Einstein, et la virgule en indice
de´signant l’ope´rateur de de´rive´e partielle rendue plus explicite dans l’e´quation 1.4.
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g↵ ,⌫ =
@g↵ 
@X⌫
(1.4)
Dans ce cadre, en pre´sence d’un champ gravitationnel ou non, l’intervalle d’espace-
temps infinite´simal entre deux e´ve´nements s’e´crit :
ds2 = gµ⌫dX
µdX⌫ (1.5)
ou` l’on retrouve l’intervalle de la relativite´ restreinte pour l’espace-temps plat de
Minkowski, c’est-a`-dire en l’absence de champ de gravitation, lorsque gµ⌫ = ⌘µ⌫.
L’intention d’Einstein e´tait de cre´er un cadre the´orique dans lequel l’ensemble
des lois physiques, en particulier les e´quations de Maxwell, s’e´crivent de manie`re
e´quivalente, quelque soit le re´fe´rentiel conside´re´, qu’il soit inertiel, non-inertiel ou en
pre´sence d’un champ de gravitation : c’est la relativite´ ge´ne´rale. Cette e´quivalence de
l’expression des lois physiques exige d’adopter un formalisme mathe´matique permet-
tant de rendre les e´quations inde´pendantes du choix de coordonne´es. L’introduction
des tenseurs pour repre´senter les quantite´s physiques permet une expression des lois
inde´pendante du choix du syste`me de coordonne´es. En outre, la notion de de´rive´e
temporelle doit eˆtre rede´finie pour convenir au choix de n’importe quel syste`me de
coordonne´es, ce qui revient sche´matiquement a` conside´rer l’influence de la courbure
spatiotemporelle dans l’e´volution temporelle apparente d’une quantite´ physique. On
introduit alors la notion de de´rivation covariante dans l’e´quation suivante par son
application sur un quadrivecteur Aµ quelconque :
DAµ
Ds
=
dAµ
ds
+  ⌫µ↵A⌫
✓
dX↵
ds
◆
(1.6)
On peut montrer qu’en introduisant ce nouvel ope´rateur de de´rivation, l’e´quation
ge´ode´sique s’e´crit simplement :
DP µ
Ds
= 0 (1.7)
ou` P µ est le quadrivecteur e´nergie-impulsion de la particule test conside´re´e. En
comparant l’e´quation 1.7 a` la troisie`me loi de Newton, on aperc¸oit une nouvelle
formulation de l’e´quation de la dynamique, cette fois-ci munie de la proprie´te´ de
covariance ge´ne´ralise´e, c’est-a`-dire valide quelque soit le syste`me de coordonne´es
se´lectionne´.
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1.3 Equations d’Einstein
Dans le cadre de la relativite´ ge´ne´rale, le champ gravitationnel est maintenant
interpre´te´ comme la manifestation de la courbure de l’espace-temps. Le tenseur me´-
trique gµ⌫ de´termine comple`tement sa structure ge´ome´trique. Il reste alors a` e´tablir
une e´quation des champs relativiste pour l’interaction gravitationnelle, dont la solu-
tion est le tenseur gµ⌫, qui se doit de co¨ıncider avec la loi de gravitation de Newton
en champ faible. Pour re´aliser ce programme, Einstein s’inspire de l’e´quation de
Poisson exprimant le potentiel gravitationnel qu’engendre localement la matie`re en
fonction de sa densite´ de masse :
   = 4⇡G⇢ (1.8)
D’une manie`re comparable, il souhaite formuler une e´quation locale exprimant
la structure ge´ome´trique de l’espace-temps, dans le membre de gauche de l’e´quation
et ou` gµ⌫ reprend le roˆle du potentiel   dans l’e´quation de Poisson, en fonction de
la densite´ d’e´nergie, dont l’analogue relativiste est maintenant le tenseur e´nergie-
impulsion note´ Tµ⌫. De l’e´quation de Poisson, il de´rive e´galement 3 contraintes que
doit respecter son e´quation des champs relativiste :
— L’e´quation ne doit pas contenir des termes de de´rive´e de gµ⌫ d’ordre supe´rieur
a` 2.
— Cette e´quation doit eˆtre line´aire en ces termes.
— La divergence de l’e´quation doit s’annuler pour respecter le principe de conser-
vation de l’e´nergie et de l’impulsion (DµTµ⌫ = 0).
Cette se´rie de contraintes conduit Einstein a` e´tablir des e´quations du champ
gravitationnel relativistes suivantes :
Rµ⌫   1
2
Rgµ⌫ =
8⇡G
c4
Tµ⌫ (1.9)
ou` Rµ⌫ est le tenseur de Ricci, correspondant a` la contraction du tenseur de
Riemann, d’ordre 4, de´crivant la courbure de l’espace-temps (Rµ⌫ = R↵µ↵⌫) et R est
appele´ scalaire de Ricci, retrouve´ par contraction du tenseur de Ricci (R = R↵↵). Le
tenseur de Riemann Rµ⌫↵  n’implique que des termes de de´rive´e seconde du tenseur
me´trique.
La re´solution de ces e´quations donnent la structure ge´ome´trique locale gµ⌫ de
l’espace-temps a` partir de la connaissance du contenu e´nerge´tique Tµ⌫ au point consi-
de´re´. Cette re´solution est de manie`re ge´ne´rale rendue tre`s complique´e, notamment
de par le caracte`re fortement non-line´aire de ces e´quations. L’origine de ces non-
line´arite´s peut eˆtre explique´e en notant que le champ gravitationnel transporte de
l’e´nergie, et de ce fait, contribue e´galement a` la courbure spatio-temporelle. Une
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expression commune formule d’ailleurs cette proprie´te´ en a rmant que la gravite´...
gravite !
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Chapitre 2
Les ondes gravitationnelles
Une conse´quence du caracte`re relativiste des e´quations d’Einstein est que la
vitesse de propagation de l’interaction gravitationnelle est finie. Cela signifie par
exemple qu’une modification de la structure interne du Soleil, provoque´e par un e´ve`-
nement quelconque, n’aurait d’incidence sur les trajectoires orbitales des plane`tes du
syste`me solaire que quelques instants plus tard. En relativite´ ge´ne´rale, cette vitesse
co¨ıncide avec la vitesse de la lumie`re. Cette proprie´te´ du champ de gravitation, qu’il
partage d’ailleurs avec le champ e´lectromagne´tique, implique l’existence d’un mode
particulier de propagation des perturbations gravitationnelles : les ondes gravita-
tionnelles. Ce sont des fluctuations ondulantes de la courbure de l’espace-temps se
propageant a` la vitesse de la lumie`re. L’existence des ces ondes est clairement mise
en e´vidence apre`s line´arisation des e´quations d’Einstein, ces dernie`res prenant alors
la forme d’une e´quation d’onde.
2.1 Line´arisation des e´quations d’Einstein
Dans la limite des champs faibles, on peut conside´rer que la ge´ome´trie de l’espace-
temps correspond a` un espace-temps plat a↵ecte´ d’une faible perturbation de la
me´trique. Cette ge´ome´trie est alors de´crite au premier ordre par le tenseur me´trique
gµ⌫ = ⌘µ⌫ + hµ⌫, re´sultat de l’addition du tenseur me´trique de Minkowski, associe´
a` un espace-temps plat, et d’une petite perturbation hµ⌫ telle que |hµ⌫| ⌧ 1. La
faiblesse de la perturbation hµ⌫ permet de ne garder dans le membre de gauche des
e´quations d’Einstein en 1.9 que les termes line´aires en hµ⌫. Sous cette approximation,
on peut montrer [29] que ces e´quations prennent la forme line´aire suivante, en posant
hµ⌫ = hµ⌫   12⌘µ⌫h :
  h ↵µ⌫,↵   ⌘µ⌫h ↵ ↵ , + h ↵µ↵, ⌫ + h ↵⌫↵, µ =
16⇡G
c4
Tµ⌫ (2.1)
Dans l’e´quation 2.1, les trois derniers termes du membre de gauche apparaissent
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pour maintenir la ge´ne´ralite´ de l’expression quelque soit le syste`me de coordonne´es
utilise´. Cette invariance des e´quations d’Einstein au choix du syste`me de coordonne´es
est aussi appele´e, par analogie avec l’e´lectromagne´tisme, invariance de jauge. En
se´lectionnant une classe approprie´e de syste`me de coordonne´es, ou autrement dit en
imposant une condition de jauge particulie`re, on peut e´crire 2.1 sous une forme plus
simplifie´e. Cette condition est l’analogue gravitationnelle de la jauge de Lorentz :
h
µ↵
,↵ = 0 (2.2)
Dans cette jauge, l’e´quation 2.1 s’e´crit :
  h ↵µ⌫,↵ =
16⇡G
c4
Tµ⌫ (2.3)
ou en introduisant la notation classique de l’ope´rateur de D’Alembert :
2hµ⌫ =  
16⇡G
c4
Tµ⌫ (2.4)
2.2 Ondes gravitationnelles
L’e´quation prend alors la forme d’une e´quation d’onde, qui en l’absence de source,
correspond a` l’e´quation de propagation dans le vide des ondes gravitationnelles :
2hµ⌫ = 0 (2.5)
Les solution les plus simples de cette e´quation de propagation sont, au meˆme
titre qu’en e´lectromagne´tisme, des ondes planes monochromatiques, mais dont l’am-
plitude est dans ce cas une quantite´ tensorielle :
hµ⌫ = < [Aµ⌫ exp (ik↵X↵)] (2.6)
ou` Aµ⌫ de´signe l’amplitude de l’onde, et k↵ = (!/c, kx, ky, kz) le quadrivecteur
d’onde. Cette solution correspond a` une onde plane de fre´quence !/2⇡ se propageant
dans la direction ~k = (kx, ky, kz). Comme leurs analogues e´lectromagne´tiques, les
ondes gravitationnelles sont transverses (Aµ↵k↵ = 0) et leur quadrivecteur d’onde
est de genre lumie`re (k↵k↵ = 0). A premie`re vue, le tenseur d’amplitude d’ordre
2 Aµ⌫ semble disposer de 16 degre´s de liberte´ distincts. En re´alite´, on montre que
ce tenseur en posse`de seulement deux [29], en tenant compte des conside´rations
suivantes :
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— Le tenseur me´trique gµ⌫ est syme´trique et par extension hµ⌫, hµ⌫ et Aµ⌫ le
sont aussi. On perd ainsi 6 degre´s de liberte´ par syme´trie pour le tenseur
d’amplitude.
Aµ⌫ = A⌫µ (2.7)
— En se´lectionnant une classe particulie`re de syste`me de coordonne´es, appe-
le´e Transverse Traceless (TT ) (jauge transverse et sans trace), on e´limine
4 degre´s de liberte´ supple´mentaires. Ce choix de jauge est re´alise´ par les
contraintes suivantes :
ATT 0i = 0 A
↵
TT ↵ = 0 (2.8)
— La condition de jauge de Lorentz de l’e´quation 2.2 e´limine enfin les 4 degre´s de
liberte´ re´siduels en terminant de fixer le syste`me de coordonne´es utilise´ pour
l’expression de hµ⌫ . Cette condition implique en particulier les contraintes
suivantes sur Aµ⌫ :
ATT 00 = 0 A
TT
ijk
j = 0 (2.9)
Dans ce syste`me de coordonne´es particulier, le tenseur d’amplitude ne posse`de
plus que deux termes inde´pendants et s’e´crit :
ATT µ⌫ =
2664
0 0 0 0
0 A+ A⇥ 0
0 A⇥  A+ 0
0 0 0 0
3775 (2.10)
Ces deux amplitudes A+ et A⇥ correspondent a` deux modes de polarisation
inde´pendants de l’onde plane. De meˆme que pour l’onde e´lectromagne´tique, cette
expression re´ve`le en fait que l’on peut de´composer l’onde plane hµ⌫ suivant deux
e´tats de polarisation line´aire e+ et e⇥ tels que :
h
TT
µ⌫ = h+e+ + h⇥e⇥ (2.11)
Pour illustrer les proprie´te´s de ces deux e´tats de polarisation, on repre´sente en ge´-
ne´ral un anneau de particules tests soumises au passage d’une onde gravitationnelle
dont le vecteur d’onde ~k est orthogonal a` l’anneau. La perturbation de la me´trique
dans l’environnement de l’anneau provoque des forces de mare´e ondulantes entre les
particules, de´formant le cercle de manie`re caracte´ristique. Les deux e´tats de polari-
sation de l’onde provoquent des de´formations dans des directions distinctes et l’angle
entre ces directions est de 45°. Cette proprie´te´ s’e´carte cette fois-ci de l’exemple de
l’e´lectromagne´tisme, pour lequel les e´tats de polarisation line´aire sont orthogonaux.
Cette di↵e´rence s’explique du fait du caracte`re tensoriel d’ordre 2 de la me´trique
gµ⌫.
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Figure 2.1 – De´formation induite par plusieurs ondes gravitationnelles, respectivement de po-
larisations line´aires e+ et e⇥ ou circulaires gauche eG et droit eD, sur un anneau circulaire de
particules test. Quatre e´tats de phase de la de´formation sont expose´s. Image tire´e de [29]
2.3 Ge´ne´ration des ondes gravitationnelles
Pour e´tudier la ge´ne´ration des ondes gravitationnelles, on doit re´soudre l’e´qua-
tion des champs en 2.4 en pre´sence de source. On peut montrer [22] que la solution
ge´ne´rale (en jauge de Lorentz) de cette e´quation avec source s’e´crit, de manie`re ana-
logue au proble`me e´lectromagne´tique, comme la conse´quence d’un potentiel retarde´
inte´gre´ sur toute la re´gion occupe´e par les points de la source :
hµ⌫ =  
4G
c4
Z
Tµ⌫ (ct  |~x  ~y| , ~y)
|~x  ~y| d
3~y (2.12)
Ce retard est attribue´ a` la source Tµ⌫ pour tenir compte de la non-instantane´ite´
de la propagation du champ gravitationnel. Le vecteur ~x donne la position a` laquelle
la perturbation de la me´trique hµ⌫ est e´tudie´e tandis que ~y localise le point de la
source conside´re´ dans l’inte´gration. Chaque point source localise´ en ~y et influant sur
hµ⌫ a` l’instant t est de´crit par Tµ⌫ a` l’instant t  |~x  ~y| /c, c’est-a`-dire retarde´ de la
quantite´ |~x  ~y| /c e´quivalente au temps de propagation du champ entre ~y et ~x.
Pour une source compacte, cette solution ge´ne´rale prend une forme plus simpli-
fie´e. En e↵et, dans ce cas particulier, la distance note´e r entre l’origine de notre
syste`me de coordonne´es et le point ~x conside´re´ est en ge´ne´ral tre`s grande devant la
taille caracte´ristique de la source. On peut alors profiter du de´veloppement limite´
du terme 1/ |~x  ~y| qui donne au premier ordre :
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1|~x  ~y| ⇡
1
r
(2.13)
ce qui revient a` conside´rer que chaque point de la source est situe´ a` une distance
identique r du point ~x ou` l’on conside`re le champ hµ⌫. La solution devient alors :
hµ⌫ =  
4G
c4r
Z
Tµ⌫ (ct  |~x  ~y| , ~y) d3~y (2.14)
et la suite de la re´solution se re´sume a` inte´grer le tenseur e´nergie-impulsion
retarde´ Tµ⌫ sur toute la re´gion de la source, dont les divers e´le´ments s’interpre`tent
comme suit :
— T00 = ⇢ est l’e´nergie de la particule conside´re´e au point ~y (ou densite´ d’e´nergie
en ~y).
— T0i = T0i = pi est l’impulsion de la particule conside´re´e au point ~y (ou densite´
d’impulsion en ~y).
— Tij = Tji sont des termes de contrainte interne de la source.
En se´lectionnant le syste`me de coordonne´es du centre des impulsions, dans lequel
par de´finition
R
pid3~y =
R
T0id3~y = 0 on trouve :
h00 =  
4MG
c2r
h0i = hi0 = 0 (2.15)
Pour les 9 e´le´ments du tenseur hµ⌫ restants, il est possible de de´montrer [22]
que :
hij =  
2G
c6r
✓
d2Qij (ct  r)
dt2
◆
(2.16)
ou` l’on a introduit la quantite´ tensorielle Qij appele´e tenseur de moment quadru-
polaire, terme d’ordre 2 du de´veloppement multipolaire de la distribution de densite´
d’e´nergie de la source
Qij (ct  r) =
Z
T00 (ct  r) yiyjd3~y (2.17)
On observe donc que pour une source compacte, on peut distinguer deux contri-
butions de la source au champ lointain : un champ stationnaire h00 associe´ a` la
masse totale M constante de la source et un champ variable hij lie´ a` l’e´volution
temporelle du moment quadrupolaire Qij de la source. C’est ce dernier terme qui
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est responsable du rayonnement gravitationnel. En e↵et, comme en e´lectromagne´-
tisme, on peut de´composer la distribution angulaire de la densite´ de la source par
une expansion multipolaire, a` condition de se placer en un point ~x su samment loin
de la source pour que l’influence de sa taille soit ne´gligeable sur le potentiel observe´
(|~x  ~y| = r). En e´lectromagne´tisme, le moment d’ordre 0, associe´ a` la charge totale,
se conserve et c’est la de´rive´e premie`re du moment dipolaire de la distribution de
charges e´lectriques qui domine la ge´ne´ration du rayonnement. En revanche, pour le
champ gravitationnel, le moment dipolaire de masse correspond a` l’impulsion totale
de la source qui est une quantite´ conserve´e pour un syste`me isole´. Ce dernier terme
ne peut donc pas eˆtre responsable de la ge´ne´ration d’une perturbation instation-
naire telle qu’une onde gravitationnelle. Pour la gravitation, c’est bien le moment
quadrupolaire qui intervient dans la ge´ne´ration des ondes gravitationnelles et en
particulier sa de´rive´e seconde en temps. Dans le re´fe´rentiel du centre des impulsions,
on peut voir ce quadrupole comme le premier terme de perturbation a` la sphe´ricite´
de la distribution de masse. Ainsi, toute distribution de masse sphe´rique admet un
quadrupole nul et ne peut pas e´mettre de rayonnement gravitationnel.
2.4 Sources typiques
Une des proprie´te´s remarquables du rayonnement gravitationnel est que l’ampli-
tude rayonne´e de´croˆıt en 1/r avec la distance r entre le point d’observation et la
source, la` ou` son homologue e´lectromagne´tique diminue en 1/r2. Par l’observation
de ces ondes, on a alors la possibilite´ d’observer et d’e´tudier des objets extreˆme-
ment lointain dans l’Univers, d’autant plus que les ondes gravitationnelles ont un
couplage extreˆmement faible avec la matie`re et se trouvent quasi-insensibles a` tout
obstacle mate´riel rencontre´ sur son parcours. En plus de potentiellement constituer
un formidable outil de test de la the´orie de la relativite´ ge´ne´rale et des descrip-
tions concurrentes de la gravitation, elle ouvre la voie a` une astronomie d’une toute
nouvelle nature, que ce soit au niveau du principe de de´tection ou des phe´nome`nes
objets de l’observation : c’est l’astronomie de l’Univers gravitationnel.
Les sources d’ondes gravitationnelles sont typiquement les objets astrophysiques
posse´dant une asyme´trie variable dans le temps. C’est le cas par exemple des sys-
te`mes binaires de corps en orbite mutuelle, mais e´galement d’un corps isole´ qui voit
sa syme´trie sphe´rique perturbe´e par un phe´nome`ne physique quelconque, comme
une vitesse de rotation importante (aplatissement au niveau de poˆle) ou encore une
de´formation brutale du corps (supernova). Une telle ge´ne´ration peut aussi avoir
une origine cosmologique (transition de phase de l’Univers primordial, collision de
cordes cosmiques...) et le rayonnement est alors non-localise´. Dans cette section, on
se concentre sur les objets binaires, principales sources d’e´tude pour le de´tecteur
spatial eLISA.
Les binaires correspondent a` un couple de corps en orbite l’un par rapport a`
l’autre. Les trajectoires orbitales poursuivies par ces deux corps sont responsables
d’une asyme´trie de distribution des masses du syste`me qui e´volue dans le temps. A
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ce titre, toute binaire est ge´ne´ratrice de rayonnement gravitationnel, et l’intensite´ de
la radiation en un point d’observation est lie´e a` la masse des corps concerne´s et bien
entendu a` la distance entre ce point et la source. Durant son e´volution, le syste`me
binaire perd de l’e´nergie par cette radiation et les objets se rapprochent petit a`
petit, re´duisant la taille des orbites et augmentant la fre´quence des re´volutions. Par
ailleurs, on peut montrer [29] que la fre´quence de l’onde rayonne´e est le double de
la fre´quence orbitale de la binaire. On distingue plusieurs cate´gories d’objet binaire
en fonction notamment de l’importance de la masse des corps qu’il contient (trous
noirs supermassifs, trous noirs, e´toiles a` neutrons, naines blanches...) et du rapport
entre les masses des deux objets concerne´s.
2.4.1 Binaires de faible rapport de masse
Les objets mis en jeu dans ce syste`me posse`dent des masses d’ordre e´quivalent.
L’e´volution d’un tel syste`me peut se de´composer en trois phases, chacune d’entre
elles ne´cessitant une approche particulie`re pour la construction de la forme d’onde
ge´ne´re´e. En e↵et, la complexite´ du proble`me augmente singulie`rement en fonction
du re´gime dans lequel se trouve le syste`me, comme par exemple en pre´sence d’un
champ gravitationnel fort (le de´veloppement du chapitre pre´ce´dent e´tant alors remis
en cause) ou impliquant des vitesses relatives ne´cessitant une description relativiste
de la source. Ces trois phases sont les suivantes :
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.La phase spiralante : c’est le stade ini-
tial et le plus long de la vie d’un syste`me
binaire. Les deux corps orbitent de manie`re
re´gulie`re l’un autour de l’autre en rayonnant
constamment. Les radiations emportent de
l’e´nergie au syste`me qui se resserre progres-
sivement, re´duisant d’autant la fre´quence de
l’onde e´mise. Cette phase est en ge´ne´ral de´-
crite par un mode`le appele´ mode`le postnew-
tonien. Dans ce mode`le, une approximation
des e´quations d’Einstein est obtenue par ex-
pansion du mode`le newtonien augmente´ d’un
nombre variable de termes correctifs relati-
vistes, de´pendant du rapport entre la vitesse
des corps du syste`me et la vitesse de la lu-
mie`re.
La phase de coalescence : c’est le stade
ou` les deux corps entament leur fusion. On
se situe dans ce cas en re´gime de champ gra-
vitationnel fort et les e´quations line´arise´es ne
sont alors plus su santes. Il est ne´cessaire
de recourir a` une re´solution nume´rique des
e´quations d’Einstein.
Le ring down : c’est la phase finale ou` les
deux corps ont termine´ leur fusion. Le corps
unique qui en re´sulte se stabilise progres-
sivement tout en pre´sentant des vibrations,
sources d’ultimes radiations qui s’estompent
peu a` peu.
Figure 2.2 – Illustration des di↵e´rentes
phases de l’e´volution d’un syste`me binaire
de faible rapport de masse (ici une binaire
de naines blanches). Credit : NASA/Dana
Berry, Sky Works Digital
Cette classe de syste`mes binaires est ensuite divise´e en sous-cate´gories, en fonc-
tion de la nature et surtout de la masse des objets implique´s.
Binaires de trous noirs supermassifs
Divers observations paraissent indiquer qu’une grande partie des galaxies dans
l’Univers posse`dent vraisemblablement un trou noir en leur sein, dont la masse est
estime´e entre un million et un milliard de fois la masse du Soleil [34]. Ces corps ex-
ceptionnellement massifs rentrent dans la cate´gorie des trous noirs supermassifs. Par
ailleurs, de multiples observations semblent montrer que la collision et la fusion de
galaxies constituent des e´ve`nements relativement communs dans l’Univers. De tels
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e´ve`nements catastrophiques, impliquant des galaxies a` trou noir central, pourrait
donc eˆtre a` l’origine de la formation re´currente de syste`mes binaires de trous noirs
supermassifs. Ces syste`mes binaires, assure´ment extreˆmement e´loigne´s de tout ob-
servateur potentiel, e´mettent ne´anmoins dans la phase de coalescence une quantite´
d’e´nergie de radiation colossale, faisant probablement de ces syste`mes les sources
les plus lumineuses de l’Univers. Pour une partie de ces syste`mes, la fre´quence de
l’onde gravitationnelle e´mise lors de la dernie`re orbite stable des trous noirs se trou-
vera dans la bande de fre´quence observable par le de´tecteur spatial eLISA. Leur
observation constitue un des objectifs principaux de la mission spatiale.
Binaires de masse standard
La plupart des sources potentielles pour la mission eLISA seront des syste`mes
binaires de masse interme´diaire, tels des syste`mes constitue´s de trous noirs stellaires,
d’e´toiles a` neutrons ou de naines blanches, forme´s apre`s e↵ondrement d’une e´toile,
d’objets moins compacts comme des e´toiles, voire des syste`mes mixtes comportant
deux entite´s astrophysiques de nature di↵e´rente. Il se trouve que la majorite´ des
e´toiles dans l’Univers posse`dent au moins un compagnon avec lequel elles forment
un syste`me multiple. Environ la moitie´ de ces syste`mes [40] se forment avec une
interdistance su sante pour e´voluer en syste`me compact et pre´tendre a` l’e´mission
de radiations de´tectables par l’observatoire spatial. En revanche, l’e´mission d’une
binaire de masse mode´re´e est de faible amplitude et son observation par le de´tecteur
spatial eLISA ne´cessite une plus grande proximite´ que pour les trous noirs super-
massifs, ce qui localise ces sources dans l’environnement proche du syste`me solaire,
voire pour les plus lumineuses, dans l’ensemble de la Voie Lacte´e. Elles rentrent donc
dans la cate´gorie des binaires galactiques.
La grande majorite´ de ces syste`mes binaires ne seront pas individuellement re´-
solvables au travers de la re´ponse du de´tecteur spatial. En e↵et, la faible amplitude
de leur signal et leur multitude pre´viennent d’une identification claire du signal de
l’une de ces binaires parmi l’ensemble des radiations gravitationnelles observables
qui se superposent dans la re´ponse du de´tecteur. On dit que les radiations de ces
sources irre´solvables forment alors le fond stochastique galactique. Cependant, cer-
taines d’entre elles, les plus brillantes ou les plus proches, seront identifiables et
on estime que la mission eLISA parviendra a` en de´tecter individuellement quelques
milliers [40]. Plusieurs d’entre elles ont de´ja` e´te´ de´couvertes par l’astronomie e´lectro-
magne´tique traditionnelle, et joueront ainsi le roˆle de binaires de ve´rification pour
l’observatoire eLISA.
2.4.2 Binaires de rapport de masse extreˆme
Le coeur de nombreuses galaxies semble posse´der un trou noir supermassif. Dans
ces re´gions galactiques centrales, on trouve e´galement toute une population stellaire,
de masse moyenne relativement importante, susceptible d’aboutir a` la formation
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d’objets compacts, tels des trous noirs. On voit alors se former des syste`mes binaires,
de rapport de masse conse´quent, constitue´s d’un trou noir central de quelques mil-
lions de masses solaires accompagne´ d’objets compacts, de type trou noir, e´toile a`
neutrons ou naine blanche, d’une dizaine de masses solaires (les objets non compacts
se voient rapidement de´chiquete´s par les forces de mare´e conside´rables a` proximite´
de l’objet supermassif central).
Figure 2.3 – Illustration de la trajectoire complexe d’un trou noir stellaire en phase spiralante au-
tour d’un trou noir supermassif. Le mouvement orbital du plus petit corps est fortement relativiste.
Image tire´e de [37]
En plus d’eˆtre source d’informations sur l’environnement et la population stel-
laire des coeurs galactiques, ce syste`me binaire constitue un laboratoire d’e´tude
attrayant en ce qui concerne les lois de la gravitation. Le corps de faible masse,
dont l’incidence sur la courbure spatiotemporelle est tre`s faible en comparaison avec
le corps central, sonde litte´ralement la ge´ome´trie de l’espace-temps dans l’environ-
nement du trou noir supermassif. L’analyse des ondes gravitationnelles de´tecte´es
fournirait indirectement des informations sur la ge´ode´sie du petit objet autour du
corps central, et par conse´quent, la structure environnante de l’espace-temps. Ces
observations pourraient alors constituer un formidable test de la relativite´ ge´ne´rale
en champ fort et mettre e´galement a` l’e´preuve d’autres the´ories relativistes de la gra-
vitation en compe´tition. Cependant, l’e´tude the´orique de ces syste`mes peut s’ave´rer
d’une grande complexite´, meˆlant a` la fois gravitation en champ fort et phe´nome`nes
ultra-relativistes.
2.5 Principe de de´tection
Il existe deux grandes approches distinctes pour de´tecter les e↵ets d’une onde gra-
vitationnelle. La premie`re, actuellement sujet de l’e↵ort de nombreux laboratoires et
collaborations a` travers le monde, se concentre sur la variation le la distance relative
entre deux particules test libres soumises aux forces de mare´e oscillantes que repre´-
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sente le rayonnement gravitationnel (cf. figure 2.1). Cette approche est entreprise
par de nombreuses expe´riences au sol, tel le de´tecteur terrestre Virgo en Italie, fruit
d’une collaboration franco-italienne, les de´tecteurs ame´ricains Laser Interferometer
Gravitational-Wave Observatory (LIGO) (dont les nouvelles ge´ne´rations Advanced
Virgo et LIGO sont dans leurs ultimes phases de pre´paration) ou la pre´ce´dente ge´-
ne´ration de de´tecteur comme l’expe´rience GEO en Allemagne. La seconde approche,
d’existence plus ancienne, recourt a` des particules non-libres mais qui composent un
corp e´lastique, qui sous l’e↵et des forces de mare´e, va eˆtre le the´aˆtre de vibrations
d’autant plus intenses que la fre´quence de l’onde intercepte´e correspond a` une fre´-
quence de re´sonance caracte´ristique du corps. Ce principe de de´tection est utilise´
dans les expe´riences des barres de re´sonance, dont le physicien Joseph Weber a e´te´
le pionnier de`s le de´but des anne´es 60.
A ce jour, aucune de´tection n’a e´te´ confirme´e par ce syste`me de barres re´so-
nantes, ni-meˆme d’ailleurs par n’importe quelle expe´rience de de´tection directe. La
tendance actuelle semble nettement favoriser la premie`re approche et selon les der-
nie`res pre´visions, la nouvelle ge´ne´ration de de´tecteurs, Advanced Virgo et Advanced
LIGO , devrait atteindre un niveau de sensibilite´ su sant a` une de´tection claire et
probable d’une onde gravitationnelle d’ici la fin de la de´cennie. Le de´tecteur spatial
eLISA, quant a` lui, implique la premie`re approche de de´tection et son lancement est
actuellement pre´vu pour 2034. Dans cette section, on se concentre donc en parti-
culier sur cette premie`re approche, principe de de´tection impliquant le mouvement
relatif de particules libres.
On e´tudie l’e↵et du passage d’une onde gravitationnelle sur deux particules test
libres. Dans la jauge TT , les coordonne´es spatiales X i1 et X
i
2 de ces deux particules
test se maintiennent constantes, et les particules sont toutes deux au repos dans ce
syste`me de coordonne´es, ce malgre´ l’action de l’onde. En re´alite´, on peut montrer que
le syste`me de coordonne´es choisi est un re´fe´rentiel qui suit le mouvement des parti-
cules individuelles [22]. Il en est de meˆme pour le vecteur spatial ⇣µ = (0, ⇣1, ⇣2, ⇣3)
de se´paration physique entre les deux particules qui demeure invariant malgre´ la
propagation de l’onde. En revanche, la me´trique sur laquelle repose la de´finition
de la distance physique l est, quant a` elle, instationnaire. Cee se´paration spatiale
physique est de´finie comme :
l2 =
 
 ij   hTT ij
 
⇣ i⇣j (2.18)
ou` le tenseur me´trique euclidien se trouve perturbe´ par le terme ondulatoire
h
TT
ij, alors qu’en l’absence de radiation, la distance de se´paration est simplement
de´finie par l20 =  ij⇣
i⇣j. On en de´duit alors, au premier ordre, la variation relative
de la distance de se´paration physique entre les particules libres, en introduisant le
vecteur unitaire ni coline´aire au vecteur de se´paration ⇣ i :
 l
l0
=  1
2
hTT ijn
inj (2.19)
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Le passage de l’onde gravitationnelle va se traduire par une force de contrainte
line´aire apparente, responsable de l’oscillation de la distance physique de se´paration
des particules, dont l’amplitude est proportionnelle a` la distance au repos. Pour des
sources astrophysique typiques, les contraintes potentiellement observables sur Terre
sont de l’ordre de :
 l
l0
⇡ 10 21 (2.20)
Ce qui signifie que pour des particules test se´pare´es d’un kilome`tre, on peut es-
pe´rer une variation  l de se´paration physique de l’ordre de 10 18m... soit un cent
millionie`me de la taille caracte´ristique des atomes constituant ces meˆmes particules
test ! En revanche, pour le de´tecteur spatial eLISA, la distance au repos entre les
particules test est bien plus large, typiquement de l’ordre du million de kilome`tres,
ramenant cette variation de distance observable a` 1pm. Cette variation reste ne´an-
moins infime, d’autant plus en comparaison avec l’envergure du de´tecteur spatial,
en repre´sentant seulement un centie`me de la dimension typique d’un atome.
Les techniques d’interfe´rome´trie laser permettent d’atteindre de telles pre´cisons
de mesure de de´placement. Ainsi, le principe de de´tection de la mission eLISA
consiste a` construire un interfe´rome`tre spatial gigantesque, de longueur de bras
d’environ un million de kilome`tres, a` chaque extre´mite´ desquels sont place´es deux
masses d’e´preuve, suppose´es en chute libre a` l’inte´rieur des satellites les contenant.
Les faisceaux laser traversant chaque bras verront leur chemin optique modifie´ par
la traverse´e d’une onde gravitationnelle dans le de´tecteur, et la di↵e´rence de marche
induite et observe´e entre les deux bras renseignera des proprie´te´s de l’onde. Une
description plus fournie du de´tecteur spatial eLISA est discute´e au chapitre suivant.
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Chapitre 3
Le de´tecteur spatial eLISA
Initialement issu d’une collaboration ESA-NASA, alors de´nomme´ Laser Interfe-
rometer Space Antenna (LISA) et comportant 3 bras de 5 millions de kilome`tres, le
projet devient en 2012 eLISA, conduit par l’agence spatiale europe´enne. Le the`me
scientifique qu’il supporte, l’Univers Gravitationnel, a en 2013 e´te´ se´lectionne´ comme
the`me prioritaire pour la mission large L3 de l’ESA, dont le lancement est pre´vu au-
tour de 2034. Une premie`re mission de de´monstration technologique, appele´e LISA
Pathfinder (LPF ), sera lance´e en Octobre 2015, et tentera de de´montrer la faisa-
bilite´ technique d’une telle expe´rience en testant en condition spatiale une partie
importante de la technologie envisage´e pour la re´alisation de l’observatoire spatial.
Le de´tecteur eLISA est constitue´ d’une constellation de trois satellites en orbite
autour du Soleil, en formation triangulaire quasi-e´quilate´rale, de´veloppant alors deux
bras interfe´rome´triques de longueur d’environ un million de kilome`tres (cf. figure
3.1). Le barycentre de la constellation suit la trajectoire orbitale de la Terre avec un
de´lai angulaire autour de 20°, et le plan dans lequel elle s’inscrit s’e´carte d’un angle
de 60° avec le plan e´cliptique. Dans ce plan, la constellation de´crit une rotation quasi-
constante de meˆme pulsation que le mouvement de re´volution du triangle (2⇡/1an).
La constellation est constitue´e d’un satellite ”Me`re”, a` la jonction des deux bras
interfe´rome´triques, et de deux satellites ”Fille” a` la seconde extre´mite´ des deux bras.
Il en re´sulte une configuration interfe´rome´trique en ”V”, les deux bras de´crivant au
niveau de la jonction un angle moyen de 60° (cf. figure 3.2). En re´alite´, cet angle
observe des fluctuations cause´es principalement par le choix des orbites, qui ne peut
satisfaire comple`tement les exigences d’e´quilate´ralite´ de la formation en triangle.
Cette respiration du triangle, a` tre`s basse fre´quence, accompagne´e de l’agitation
angulaire du satellite, perturbe le pointage des satellites lors du processus de re´-
ception et d’e´mission laser de l’interfe´rome`tre. Chaque satellite est e´quipe´ de deux
te´lescopes pour la re´ception et l’e´mission du lien laser intersatellite, dont l’orientation
relative nominale est de 60°. Ces te´lescopes sont e´ventuellement mobiles, permettant
un e´cart a` l’angle relatif nominal de ±1, 5° [31], afin d’adapter le pointage a` la res-
piration du triangle. De plus, le syste`me de micropropulsion du satellite est aussi
utilise´ pour corriger l’attitude du satellite afin de permettre l’alignement des te´les-
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Figure 3.1 – Trajectoire orbitale de la constellation des trois satellites formant un interfe´rome`tre
spatial a` deux bras d’un million de kilome`tres. Le barycentre de la constellation suit approximative-
ment l’orbite terrestre avec un de´lai angulaire de quelques dizaines de degre´s. La formation de´crit
un triangle quasi-e´quilate´ral [40].
copes distants aux deux extre´mite´s du bras laser. Ce syste`me se compose d’un jeu
de douze micropropulseurs a` e´jection de gaz froid de´livrant des forces de propulsion
de l’ordre du micronewton. La micropropulsion est e´galement sollicite´e pour ajuster
la position des masses de re´fe´rence dans le satellite (cf. section 3.2).
Du fait de phe´nome`nes de di↵raction en sortie du te´lescope e´metteur, le faisceau
laser diverge le´ge`rement et son long cheminement jusqu’au satellite re´cepteur e´tend
alors sa largeur a` l’arrive´e sur plusieurs kilome`tres [41], ou` la puissance rec¸ue est
d’environ 280pW pour une puissance en e´mission de 2W [31]. A la re´ception, le fais-
ceau est intercepte´ par un miroir primaire a` l’inte´rieur du te´lescope, puis re´fle´chi a`
nouveau par un miroir secondaire, pour eˆtre finalement dirige´ vers le banc optique,
attache´ perpendiculairement a` l’axe du te´lescope et dont les composants optiques
font face au miroir primaire (cf. figure 3.3). Le module appele´ Gravitational Refe-
rence Sensor (GRS ) se situe derrie`re le banc optique. Il est lie´ sur le meˆme support
me´canique que ce dernier. Ce module, l’un des coeurs du principe de de´tection, est
notamment compose´ d’un compartiment contenant les masses libres de re´fe´rence et
tout un syste`me de mesure et d’actuation e´lectrostatique ne´cessaire au controˆle des
masses de re´fe´rence au sein de leur logement.
Le principe de de´tection consiste a` mesurer le de´placement relatif des satellites
duˆ au passage d’une onde gravitationnelle. Ce de´placement induit une variation de
chemin optique des liens laser et l’e´tude de la di↵e´rence de marche entre les bras de
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Figure 3.2 – La constellation est constitue´e d’un satellite ”Me`re”, a` la jonction des deux bras
interfe´rome´triques, et de deux satellites ”Fille” a` la seconde extre´mite´ des deux bras. Les faisceaux
laser e´change´s entre les satellites sont intercepte´s et transmis par l’interme´diaire de te´lescopes.
La di↵raction en sortie des te´lescopes aboutit a` une largeur de faisceau en re´ception de quelques
kilome`tres, en raison de la distance conside´rable qui se´pare les satellites [40].
l’interfe´rome`tre renseigne des forces de mare´e subies par le de´tecteur et donc des pro-
prie´te´s de l’onde de´tecte´e. Cependant, les satellites repre´sentent de pie`tres re´fe´rences
d’inertie et sont soumis a` d’importantes acce´le´rations (vent solaire, champs magne´-
tiques, bruit des micropropulseurs...), du moins en comparaison avec les exigences
de pre´cision. On utilise alors des masses cubiques comme re´fe´rences d’inertie flottant
librement a` l’inte´rieur du satellite. Ces masses sont prote´ge´es des forces perturba-
trices exte´rieures par le bouclier que forme le satellite autour d’elles. L’acce´le´ration
du satellite suivant l’axe optique du lien laser, axe suivant lequel on souhaite mesu-
rer le de´placement et appele´ par la suite axe sensible, peut alors eˆtre retranche´e par
l’interme´diaire de la mesure de la distance relative entre la masse d’e´preuve et le
satellite. De manie`re e´quivalente, cette composition revient a` e´tudier le de´placement
relatif entre les masses d’e´preuve distantes et jointes par l’interme´diaire du lien la-
ser, ces masses repre´sentant alors les particules test de la section 2.5. La mesure de
de´placement se de´compose donc en trois mesures distinctes sur un meˆme lien laser :
la mesure du de´placement intersatellite et les deux mesures de la position relative
entre chaque satellite et sa masse d’e´preuve (implique´e dans le lien laser conside´re´).
Bien entendu, ce sche´ma de principe n’est rigoureusement valable que si les
masses d’e´preuve sont des re´fe´rences d’inertie ide´ales, c’est-a`-dire soumises a` aucune
acce´le´ration. En pratique, ce ne sera pas le cas, et ine´vitablement des forces pertur-
batrices s’exerceront sur les masses d’e´preuve, comme un bruit d’acce´le´ration. Ce
bruit s’introduit alors dans la mesure comme un bruit de de´placement qui peut eˆtre
confondu avec l’e↵et de l’onde gravitationnelle. Il s’ajoute a` cette source de bruit
toutes les imperfections e´ventuelles lie´es au syste`me de mesure interfe´rome´trique,
comme par exemple les bruits du banc optique, du phaseme`tre ou des horloges. Il
est habituel de distinguer dans le de´tecteur les bruits d’origine optique des bruit
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Figure 3.3 – Illustration du montage optique. Les te´lescopes rec¸oivent le faisceau distant qui est
re´fle´chi successivement par deux miroirs primaires et secondaires, puis dirige´ vers le banc optique
(dont le support est en jaune), attache´ au te´lescope perpendiculairement a` l’axe de ce dernier.
L’enceinte cylindrique (en orange) correspond au GRS et renferme la masse d’e´preuve. Sur le
satellite ”Me`re”, les deux te´lescopes sont e´carte´s d’un angle nominal de 60° pouvant varier de
±1, 5°. Image tire´e de [31].
d’acce´le´ration s’exerc¸ant sur les masse d’e´preuve.
3.1 Mesure interfe´rome´trique
Dans un interfe´rome`tre Michelson classique, un faisceau laser incident est se´pare´
en deux faisceaux secondaires par division d’amplitude. Ces deux faisceaux secon-
daires parcourent deux trajets optiques distincts, appele´s bras interfe´rome´triques,
sont re´fle´chis par des miroirs a` l’extre´mite´ de ces bras, pour faire chemin inverse
avant recombinaison des faisceaux. Pour eLISA, ce sche´ma est rendu impossible par
la faible puissance du faisceau laser en re´ception, d’environ 280pW. Apre`s un tra-
jet retour d’un million de kilome`tres parcouru par ce faisceau, de´ja` tre`s atte´nue´,
seulement quelques photons par semaine seraient retourne´s au satellite. Une autre
strate´gie est donc envisage´e pour eLISA [31]. Les satellites a` chaque extre´mite´ des
bras ope`rent tels des transpondeurs, c’est-a`-dire en re´ceptionnant, amplifiant et ren-
voyant le signal laser. Un faisceau laser est envoye´ du satellite ”Me`re” au satellite
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Figure 3.4 – De´composition en trois morceaux du bras interfe´rome´trique. Trois interfe´rome`tres
distincts sont utilise´s pour les mesures de de´placement {Satellite-Satellite}, {Masse d’e´preuve-
Satellite} et {Satellite-Masse d’e´preuve}. La recomposition de ces signaux, pre´caution prise des
de´lais temporels existants dus au temps de propagation du faisceau laser, permet de reconstruire le
bras interfe´rome´trique [31]
”Fille”, ce dernier recevant un signal de tre`s faible puissance. Dans le satellite ”Fille”,
un laser local est asservi en phase sur le signal rentrant et cre´e une re´plique amplifie´e
du signal qui est renvoye´e au satellite ”Me`re”. A nouveau, dans le satellite ”Me`re”,
la phase du signal rentrant est compare´e avec celle du laser local. Le meˆme proce´de´
est e↵ectue´ sur les deux bras et les phases des deux lasers locaux du satellite ”Me`re”
sont compare´es.
Les mesures d’interfe´rome´trie re´alise´es dans chaque satellite sont base´es sur le
principe d’interfe´rome´trie he´te´rodyne, ou` l’on fait interfe´rer deux faisceaux laser
observant un faible e´cart de fre´quence  ⌫. De cette interfe´rence re´sulte un signal
de battement, typiquement en sin (2⇡fhett+  (t)), de fre´quence fhet =  ⌫, dont le
terme de modulation de phase  (t), finalite´ de la mesure, te´moigne de la fluctuation
de di↵e´rence de marche entre les bras interfe´rome´triques. La combinaison des fais-
ceaux est observe´e sur des photode´tecteurs a` quadrants. La pre´sence de plusieurs
quadrants permet d’e↵ectuer a` la fois des mesures de de´placements angulaires, en
comparant l’e´tat de phase de la superposition des faisceaux sur chaque quadrant,
et des de´placements en translation en re´alisant la moyenne des signaux rec¸us par
les di↵e´rents quadrants, simulant ainsi la re´ponse d’un photode´tecteur unique [31].
Chaque mesure interfe´rome´trique est re´alise´e inde´pendamment par deux photode´-
tecteurs, fournissant ainsi une redondance d’observation qui permet d’augmenter le
rapport signal sur bruit. Les diverses mesures interfe´rome´triques prenant place dans
un satellite sont les suivantes :
— L’interfe´rome`tre scientifique : Il mesure la distance entre les bancs op-
tiques distants aux deux extre´mite´s d’un lien laser. Au niveau des bancs
optiques, le signal laser re´ceptionne´ en provenance du satellite distant in-
terfe`re avec un laser local, provenant de la source primaire (cf. figure 3.5),
et produit un signal de battement entre 5 et 25MHz qui est de´tecte´ par les
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photodiodes a` quadrant et dont la phase est mesure´e par un phaseme`tre
e´lectronique. La variation temporelle de cette phase te´moigne du de´calage
fre´quentiel, par e↵et Doppler, du signal rec¸u par le satellite du fait de la vi-
tesse relative fluctuante entre les satellites joints par le lien laser. Ce signal
contient donc, entre outre, l’empreinte de l’onde gravitationnelle recherche´e,
mais aussi celles de la respiration de la constellation ou des forces perturba-
trices applique´es aux satellites, chacune d’entre elles intervenant dans divers
domaines de fre´quence.
— L’interfe´rome`tre local : Il est de´die´ a` la mesure du de´placement du satellite
par rapport a` sa masse d’e´preuve, re´fe´rence d’inertie pour le satellite. Un
faisceau laser est dirige´ a` travers le banc optique jusqu’au module GRS situe´
a` l’arrie`re du banc optique, ou` il est re´fle´chi par les masses d’e´preuve qui le
renvoient vers le banc optique. Le faisceau de re´fe´rence est obtenu a` partir
de la source laser secondaire (cf. figure 3.5). Cette mesure interfe´rome´trique
renseigne a` la fois des de´placements en translation et en rotation de la masse
d’e´preuve dans son compartiment graˆce aux di↵e´rentes mesures de phase
permises par les quadrants des photode´tecteurs.
— L’interfe´rome`tre de re´fe´rence : Il fournit des informations sur les dif-
fe´rences de caracte´ristiques entre les deux e´missions lasers primaires et se-
condaires utilise´es pour chaque banc optique, en particulier sur les bruits de
fre´quence des deux faisceaux. Cet interfe´rome`tre n’est pas repre´sente´ dans la
figure 3.5.
Di↵e´rents points de mesure interfe´rome´trique sont ainsi re´partis dans le de´tec-
teur et re´alise´s a` partir de sources lasers distinctes et donc incohe´rentes. Pour cette
dernie`re raison, le bruit de fre´quence laser des sources domine tre`s largement tout
signal potentiellement observable. Pour contourner ce proble`me, l’ide´e est de recons-
tituer a posteriori, par recombinaison des di↵e´rentes mesures de phase re´alise´es, un
interfe´rome`tre de type Michelson e´quivalent a` deux bras, aux extre´mite´s desquels les
masses d’e´preuve repre´sentent les miroirs [33]. Les deux bras interfe´rome´triques vir-
tuels e´quivalents issus de cette combinaison s’apparentent a` des faisceaux cohe´rents
que l’on fait interfe´rer nume´riquement, et l’on arrive de cette manie`re a` e´liminer
l’influence du bruit de fre´quence laser. La principale di culte´ de cette strate´gie
re´side dans la gestion des de´lais temporels pour la combinaison des signaux inter-
fe´rome´triques. En e↵et, le faisceau laser intersatellite parcourt environ un million
de kilome`tres avant d’atteindre le satellite distant, ce qui correspond a` un temps de
parcours proche de 3, 3s, dure´e d’ailleurs soumise a` des fluctuations notamment dues
a` la respiration de la constellation. La technique mettant en oeuvre ce programme
de traitement des donne´es est appele´e Time Delay Interferometry (TDI ).
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Figure 3.5 – Sche´ma illustrant les di↵e´rents interfe´rome`tres au sein d’un satellite. Le faisceau
laser intersatellite est collecte´ par le te´lescope, puis conduit pour interfe´rence he´te´rodyne avec un
faisceau laser local primaire. Un laser local secondaire est utilise´ pour construire l’interfe´rome`tre
local qui mesure le de´placement de la masse d’e´preuve dans le GRS. Un troisie`me interfe´rome`tre
dit de re´fe´rence, non repre´sente´ sur la figure, est utilise´ pour comparer les e´tats d’e´mission des
faisceaux laser primaire et secondaire (mesure du bruit de fre´quence). Figure tire´e de [40].
3.2 Module ”Gravitational Reference Sensor”(GRS)
Le GRS est le module de´die´ a` la gestion de la re´fe´rence d’inertie du satellite. Il
contient une masse d’e´preuve en chute libre dans un compartiment cubique dont les
parois inte´rieures sont recouvertes d’e´lectrodes. Les masses d’e´preuve sont de forme
cubique de 46mm de coˆte´ et de masse mT = 1, 96kg, faites d’un alliage d’environ
73% d’or et 27% de platine se´lectionne´ pour minimiser sa susceptibilite´ magne´tique.
Les masses d’e´preuve sont recouvertes d’une pellicule d’or pour assurer une bonne
re´flexivite´ du mate´riau, proprie´te´ utilise´e pour re´fle´chir le faisceau laser de l’inter-
fe´rome`tre local. Les e´lectrodes recouvrant le compartiment et la masse d’e´preuve
conductrice forme un ensemble de capacite´s qui permettent a` la fois la mesure de
la position des masses dans leur logement et l’application de forces e´lectrostatiques
pour la correction de cette position, aussi bien en translation qu’en orientation. A
l’e´tat nominal, les masses d’e´preuve sont centre´es dans leur logement cubique et
l’e´cart entre chaque paroi et la surface de la masse lui faisant face est d’environ
4mm.
Les masses d’e´preuve sont contenues dans des compartiments sous vide sans
contact direct, du moins autres que l’interaction e´lectrostatique exerce´e par les e´lec-
trodes ou les sources de perturbations parasites. Il est ne´anmoins ne´cessaire de ga-
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Figure 3.6 – A gauche : photographie d’une masse d’e´preuve de l’expe´rience LPF. Ces masses
de 1, 96kg et de 46mm de coˆte´ sont faites d’un alliage d’environ 73% d’or et 27% de platine et
recouvertes d’une pellicule d’or. A droite : Compartiment e´lectrostatique de l’expe´rience LPF dans
lequel est loge´ la masse d’e´preuve. Ses parois inte´rieures sont recouvertes d’un syste`me d’e´lectrodes
formant avec la surface de la masse de re´fe´rence un ensemble de capacite´s utilise´ pour le controˆle
de la position de cette dernie`re.
rantir le bon positionnement des masses d’e´preuve dans leur compartiment durant
toute la mission, qui sans controˆle, serait amene´ a` e´voluer par des forces perturba-
trices ou meˆme par la di↵e´rence de ge´ode´sie entre le satellite et la masse d’e´preuve.
Afin d’assurer la qualite´ de re´fe´rence d’inertie des masses d’e´preuve suivant les liens
laser de l’interfe´rome`tre spatial, les actuations le long des axes sensibles doivent eˆtre
minimales. Ainsi, pour le controˆle des masses d’e´preuve suivant l’axe des te´lescopes,
on utilise le syste`me de micropropulsion du satellite : c’est la strate´gie de controˆle
dite de Drag-Free. Le recentrage des masses d’e´preuve dans leur compartiment sui-
vant cet axe est re´alise´ par la mise en mouvement du satellite relativement aux
masses, en utilisant deux des degre´s de liberte´ dynamiques de translation du satel-
lite. On contraint les autres degre´s de liberte´ dynamiques des masses d’e´preuve a`
l’aide des forces e´lectrostatiques de l’ordre du nanonewton ge´ne´re´es par le syste`me
de capacite´s : c’est la strate´gie de controˆle dite de Suspension. On surveille la posi-
tion et l’orientation des masses par deux syste`me de mesure distincts l’un optique de
pre´cision picome´trique, avec l’interfe´rome`tre local discute´ en 3.1 et l’autre e´lectro-
statique de pre´cision nanome´trique, graˆce au syste`me d’e´lectrodes de´ploye´ dans le
compartiment. Le syste`me optique s’occupe de la mesure du de´placement des masses
d’e´preuve suivant l’axe des te´lescopes et de leur de´placement angulaire autour des
deux autres axes perpendiculaires aux faces de la masse. Les senseurs capacitifs sont
utilise´s pour les degre´s de liberte´ restants.
Malgre´ tous les e↵orts de ce syste`me pour pre´server les masses d’e´preuve d’actua-
tions directes suivant les axes sensibles, diverses forces de perturbations viendront
de´te´riorer la qualite´ de re´fe´rence d’inertie que posse`dent ces masses. Comme men-
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Figure 3.7 – Impression d’artiste du syste`me de micropropulsion utilise´ sur un satellite de la
mission eLISA. Credit : AEI/MM/exozet
tionne´ pre´ce´demment, ces perturbations induiront un bruit d’acce´le´ration sur les
masses d’e´preuve pouvant imiter les e↵ets d’une onde gravitationnelle sur la mesure
de la se´paration physique entre les deux masses d’e´preuve distantes. L’objectif du
travail pre´sente´ ici est d’e´valuer, a` partir des caracte´ristiques des divers syste`mes
de mesure et d’actuation implique´s dans le GRS , le niveau de bruit d’acce´le´ration
observe´ sur les masses d’e´preuve. A cet e↵et, un simulateur qui tente de reproduire
l’activite´ du GRS a e´te´ de´veloppe´. Un mode`le en boucle ferme´e repre´sentant la dy-
namique des masses d’e´preuve, les syste`mes de mesure et d’actuation et les forces de
perturbation externes est conside´re´ dans ce simulateur. Ce dernier donne la possibi-
lite´ d’e´tudier le syste`me de controˆle des masses d’e´preuve et en particulier l’influence
de chaque instrument implique´, de leurs imperfections et de leur bruit, sur le bruit
d’acce´le´ration observe´.
La strate´gie de controˆle des masses de re´fe´rence re´alise´e par le GRS sera teste´e
en milieu spatial par la mission LPF , incluant e´galement des mesures interfe´ro-
me´triques en vol et un syste`me de micropropulsion e´quivalent. Une technologie tre`s
similaire sera utilise´e et permettra d’e´valuer les performances en terme de bruit d’ac-
ce´le´ration applique´ sur les masses d’e´preuve. De manie`re plus ge´ne´rale, LPF donnera
l’opportunite´ d’analyser, de comprendre, d’e´valuer un syste`me semblable en action
dans l’environnement spatial et probablement de de´duire un certain nombre d’ame´-
liorations ne´cessaires dans le but d’atteindre les exigences de performance pour la
de´tection d’ondes gravitationnelles. Par ailleurs, l’outil de simulation discute´ dans
ce manuscrit pourra se nourrir des diverses conclusions tire´es par LPF sur les ca-
racte´ristiques de l’instrumentation embarque´e et les di↵e´rents bruits et forces de
perturbation observe´s afin d’ame´liorer le re´alisme et la pre´cision du mode`le de´ve-
loppe´.
43
3.3 Sensibilite´ du de´tecteur
La sensibilite´ du de´tecteur est caracte´rise´e par la Densite´ Spectrale de Puissance
(DSP), note´e Sh(f), du bruit de fond de la mesure, ou de manie`re similaire par sa
racine carre´, la Densite´ Spectrale en Amplitude (DSA), note´e ge´ne´ralement h˜(f). Le
bruit est exprime´ en de´formation e´quivalente au passage d’une onde gravitationnellep
Sh(f) = h˜(f) = 2
 L(f)
L (cf. 2.19), ce bruit imitant les e↵ets de cette dernie`re. Dans
le cas d’un interfe´rome`tre, il s’agit plutoˆt de la de´formation relative entre les deux
bras, mise a` l’e´chelle pour repre´senter l’amplitude de de´formation h que produit une
onde gravitationnelle [34].
La fonction de sensibilite´ est donc l’inverse de la fonction de transfert du de´-
tecteur (en supposant la stationnarite´ du bruit) en cela qu’elle est construite pour
retrouver l’amplitude de l’onde gravitationnelle qui serait responsable d’une de´for-
mation e´quivalente a` celle observe´e par le de´tecteur soumis a` son seul bruit, en
l’absence de rayonnement gravitationnel. Elle permet donc de de´terminer l’ampli-
tude minimale h d’une onde gravitationnelle s’e´levant au-dessus du bruit de fond
et susceptible d’eˆtre distingue´e par le de´tecteur. Elle peut s’e´crire de la manie`re
suivante [31], de´finie sur la bande de fre´quence de 0, 03mHz a` 1Hz :
h˜(f) =
p
5
2p
3
T (f)
p
S x,IMS(f) + S x,DRS(f)
L
(3.1)
ou` l’on distingue deux types de source de bruit par l’introduction de la DSP
du bruit de de´placement en provenance du syste`me de mesure interfe´rome´trique
S x,IMS(f) (IMS : Interferometric Measurement System) et de la DSP du bruit de de´-
placement tenant son origine du bruit d’acce´le´ration des masses d’e´preuve S x,DRS(f)
(DRS : Disturbances Reduction System). La fonction de sensibilite´ T (f) s’occupe
de la conversion du bruit de de´placement observe´ sur un bras vers la de´formation
relative e´quivalente du de´tecteur. Elle inclut l’influence du temps de trajet lumi-
neux entre les bras et le post-traitement des di↵e´rents releve´s interfe´rome´triques
par glstdi. La variable L au de´nominateur de´note la longueur de bras de l’interfe´ro-
me`tre. La moyenne de la re´ponse du de´tecteur sur l’ensemble du ciel est conside´re´e,
ce qui introduit le facteur
p
5 dans la sensibilite´ de de´formation h˜(f). Le facteur
2/
p
3 apparaˆıt quant a` lui du fait de l’angle de 60° de´crit par les bras du de´tecteur,
alors qu’une re´ponse optimale serait obtenue par un interfe´rome`tre a` bras perpen-
diculaires. L’allure typique de cette fonction, construite a` partir d’un mode`le tre`s
simplifie´ de la re´ponse du de´tecteur [31], est repre´sente´e dans la figure 3.9 :
Dans la figure 3.8 sont explicite´es les influences dominantes des bruits sur la sen-
sibilite´ de de´formation du de´tecteur. On distingue trois domaines de fre´quence ou` la
sensibilite´ est re´gie par un bruit spe´cifique. A basse fre´quence, c’est le bruit d’acce´le´-
ration qui domine, dont le niveau conside´re´ sur la courbe est de 3.10 15ms 2Hz 1/2.
Au-dessus de 5mHz, c’est le bruit de mesure interfe´rome´trique qui est de contribu-
tion majoritaire [41]. A haute fre´quence (f > c/2L), c’est l’influence de la longueur
de bras de l’interfe´rome`tre qui dirige la remonte´e de la sensibilite´. Lorsque la se´pa-
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Figure 3.8 – Courbe de sensibilite´ de la mission eLISA, moyenne´e sur toute la dure´e de la mission,
l’ensemble des positions dans le ciel et sur les di↵e´rents e´tats de polarisations possibles de l’onde
incidente. Le bruit d’acce´le´ration, le bruit optique et la re´ponse de la longueur de bras du de´tecteur
gouvernent la sensibilite´ respectivement dans la partie, basse, interme´diaire et haute de la bande de
fre´quence d’observation. Figure tire´e de [40]
.
ration physique entre deux particules test est un multiple entier de la moitie´ de la
longueur d’onde de la radiation qui la traverse (L = n 2 ), cette dernie`re n’engendre
aucune de´formation observable. En e↵et, dans une telle situation, l’e´tat de phase de
l’onde gravitationnelle atteignant le de´tecteur a` l’instant de l’e´mission d’un photon
du lien laser est le meˆme que lorsque ce dernier vient de terminer son aller-retour sur
le bras du Michelson e´quivalent. La longueur de chemin optique du photon sera donc
la meˆme qu’en l’absence de l’onde gravitationnelle et cette dernie`re ne provoque pas
dans ce cas de fluctuation de phase s’imprimant dans la mesure interfe´rome´trique.
Pour les fre´quences f > c/2L, on de´finit donc une longueur de bras e↵ective pour
laquelle la de´formation observe´e est non nulle [31], et de´finie comme le reste de la
soustraction entre la longueur de bras re´elle L et le multiple entier n 2 :
Leff = L  n 2 (3.2)
Plus la fre´quence de l’onde est grande et plus la longueur e↵ective des bras se
re´duit, expliquant la de´te´rioration de la re´ponse du de´tecteur a` haute fre´quence. De
plus, lorsque la longueur de bras L est un exact multiple de la moitie´ de la longueur
d’onde (L = n 2 ), la re´ponse du bras s’e´teint, et pour un de´tecteur isoce`le, c’est
la re´ponse globale du de´tecteur qui disparaˆıt. Dans eLISA, les deux bras interfe´-
rome´triques sont ne´cessairement de longueur di↵e´rente durant toute la mission, en
particulier a` cause de la respiration de la constellation, et cette perte de sensibilite´
se traduit par les oscillations a` haute fre´quence observe´es dans la figure 3.8.
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En exprimant le bruit observe´ en terme d’amplitude de de´formation e´quivalente
h˜(f) par l’interme´diaire de la courbe de sensibilite´, on est capable d’e´valuer l’ob-
servabilite´ des sources astrophysiques candidates a` la de´tection de l’interfe´rome`tre
spatial. Dans la figure 3.9 on expose une version de la courbe de sensibilite´ [40], dite
”sans unite´”, correspondante a` la de´formation observable a` partir d’un seul cycle de
la source pe´riodique d’ondes gravitationnelles conside´re´e, en l’occurrence des sys-
te`mes binaires de multiple nature. Cela revient a` multiplier la courbe de sensibilite´
de la figure 3.8 par
p
f , en obtenant donc au final une amplitude de de´formation
e´quivalente h˜n(f) = h˜(f)
p
f sans unite´.
Figure 3.9 – Comparaison de la courbe de sensibilite´ avec le niveau de de´formation caracte´ristique
du de´tecteur induit par plusieurs cate´gories de sources astrophysiques typiques pour le de´tecteur
spatial. Image tire´e de [40]
Dans la figure 3.9 est superpose´e a` la courbe de sensibilite´ une estimation de
l’amplitude de de´formation caracte´ristique observe´e par le de´tecteur pour plusieurs
sources typiques [40] :
— Deux binaires de trous noirs supermassifs, chacune de rapport de masse uni-
taire et situe´es a` un redshift de z = 3 par rapport a` l’observateur. Les masses
des corps implique´s sont pour la premie`re de 107M  et pour la seconde de
106M . On observe que la fre´quence des binaires, et donc de l’onde gravita-
tionnelle observe´e, augmente avec le temps, car comme e´voque´ en section 2.4,
le syste`me binaire perd de l’e´nergie par radiation et se resserre progressive-
ment. L’e´volution temporelle de cette fre´quence est indique´e par l’e´chelle de
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temps au niveau des courbes, accompagne´e de l’e´volution du rapport signal
sur bruit repre´sente´ par l’e´chelle de couleur.
— Un syste`me binaire a` grand rapport de masses (107M +10M  ) est repre´sente´
par l’interme´diaire des trace´s discontinus. Ces trace´s sont multiples car 5
fre´quences harmoniques sont conside´re´es sur la figure.
— Les binaires galactiques re´solues sont repre´sente´es par des points. Ce sont les
syste`mes binaires galactiques dont la contribution sur le signal observe´ par
le de´tecteur est identifie´e et dont on peut de´duire les caracte´ristiques (fre´-
quence, masses, position dans le ciel...). Ces syste`mes binaires apparaˆıtront
stationnaires durant le temps d’observation caracte´ristique du de´tecteur spa-
tial (autour de 3 ans), ce qui signifie que l’e´volution de la fre´quence de leur
radiation sera imperceptible par le de´tecteur. Un petit nombre d’entre elles
sont marque´es d’un cercle jaune qui indique que ces syste`mes binaires ont
de´ja` e´te´ identifie´s par les observations e´lectromagne´tiques et joueront ainsi le
roˆle de syste`mes de ve´rification pour le de´tecteur spatial.
— Le fond de confusion galactique : c’est l’ensemble des binaires galactiques non
re´solues, au nombre conside´rable de plusieurs millions, dont les signaux se
superposent dans la re´ponse du de´tecteur et cre´ent un fond bruite´ entaˆchant
sa sensibilite´. Ce fond stochastique varie tout au long de l’anne´e et c’est le
niveau moyen qui est pre´sente´ dans la figure 3.9.
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Deuxie`me partie
Mode`le dynamique
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Dans le chapitre pre´ce´dent, on a mis en e´vidence l’influence du bruit d’acce´le´-
ration sur la sensibilite´ du de´tecteur spatial et le caracte`re central du module GRS
dans le principe de de´tection. Un des objectifs principaux du simulateur de´veloppe´ et
pre´sente´ ici est l’e´tude des performances du syste`me en terme de bruit d’acce´le´ration.
Il ne´cessite, en premier lieu, une mode´lisation de la dynamique du syste`me. Dans
cette partie, on met en place les e´quations de mouvement re´gissant la dynamique
des masses d’e´preuve dans leur compartiment et celle du satellite, essentiellement
son attitude, dont le controˆle est par ailleurs particulie`rement exigeant dans le cadre
de la mission eLISA de part les ne´cessite´s d’alignement des te´lescopes des satellites
distants.
Le discours de cette partie se veut progressif et de´taille´ dans l’expression des
e´quations de mouvement. De manie`re ge´ne´rale, le pre´sent manuscrit a, en outre,
l’ambition de constituer une notice pour la compre´hension et l’utilisation du simu-
lateur de´veloppe´ lors de ce travail de the`se, dont le mode`le dynamique en est l’un
des coeurs. Malgre´ le cadre the´orique classique que cette mode´lisation sollicite, la
pre´sence de nombreux syste`mes de coordonne´es, pour la plupart non-inertiels, et
le caracte`re multidimensionnel du mode`le dynamique (18 degre´s de liberte´ dyna-
miques) augmentent rapidement la complexite´ du proble`me et ne´cessite finalement
une attention particulie`re.
On commencera par discuter des trajectoires orbitales de la constellation des
satellites, conside´re´s dans un premier temps comme des objets ponctuels, ce qui
permettra de de´finir une strate´gie de pointage des satellites, ou` l’on se place par
ailleurs dans une configuration de la mission eLISA particulie`re pour laquelle les
te´lescopes de chaque satellite restent fixes. Apre`s s’eˆtre arreˆter un instant
sur les outils de repre´sentation de la dynamique des trois corps d’e´tude (satellite
et masses d’e´preuve), on e´tablit les e´quations du mouvement en e´criture vectorielle,
que l’on exprime finalement dans un jeu de syste`mes de coordonne´es non-inertiels
qui permettra une line´arisation tre`s directe de la dynamique. Enfin, un mode`le dy-
namique line´aire et stationnaire en repre´sentation d’e´tat, outil de repre´sentation
mathe´matique d’un syste`me di↵e´rentiel tre`s largement utilise´ dans le domaine de
l’automatique, sera construit.
On note par ailleurs que ce travail de mode´lisation, en particulier la mise en place
de la repre´sentation d’e´tat du syste`me dynamique, s’inspire d’un outil de simulation 1
de´ja` existant pour LISA Pathfinder, dont les aspects dynamiques sont discute´s dans
le document [45].
1. Le simulateur est inte´gre´ a` la boˆıte a` outil Matlab, de´nomme´e LISA Technology Package
Data Analysis (LTPDA), de´veloppe´e par la communaute´ scientifique LISA Pathfinder.
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Chapitre 4
Orbitographie
4.1 Orbites ke´ple´riennes et parame`tres orbitaux
L’expe´rience LISA met en jeu une constellation de 3 satellites en formation trian-
gulaire orbitant autour du Soleil. Le barycentre de ce triangle quasi-e´quilate´ral suit
approximativement l’orbite terrestre avec un de´lai angulaire de quelques dizaines de
degre´s.
La se´lection des orbites se fait sous deux crite`res principaux. En premier lieu, la
constellation doit e´voluer a` proximite´ de la Terre pour des questions ope´rationnelles
e´videntes. Ceci explique la position du barycentre situe´ a` environ 1 u.a. du Soleil
et suivant de quelques degre´s la trajectoire orbitale terrestre. Ensuite, la distance
inter-satellite doit se maintenir la plus constante possible tout au long de la mission.
Cette proprie´te´ de stationnarite´ est essentielle a` la mission pour atte´nuer les e↵ets
de plusieurs di culte´s :
— Elle serait source d’un mouvement relatif induit entre les satellites e´metteurs
et re´cepteurs du lien laser. Par e↵et Doppler, ce mouvement impliquerait une
modulation fre´quentielle du signal.
— Elle e´loignerait davantage le triangle de son caracte`re e´quilate´ral, et provo-
querait des complications de pointage, d’autant plus si les te´lescopes restent
fixes par rapport aux corps des satellites.
Un tel jeu d’orbites permettant la stabilite´ de constellation et impliquant une
distance inter-bras quasi-constante est donne´ dans [9]. Cette e´tude ne conside`re
en premie`re approximation que des orbites dites ke´pleriennes, c’est-a`-dire des or-
bites provenant de la re´solution du proble`me gravitationnel a` 2 corps avec syme´trie
sphe´rique du potentiel gravitationnel central. Ainsi, les influences des autres astres
comme Jupiter, la Terre ou la Lune, et la non-sphe´ricite´ du Soleil ne sont ici pas
conside´re´es.
Afin de comple`tement de´finir une orbite, on doit contraindre 6 degre´s de liberte´,
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par exemple, la position et la vitesse initiale de l’objet e´voluant dans le champ gravi-
tationnel. Cependant, en me´canique spatiale, on re´alise ge´ne´ralement cette construc-
tion a` l’aide d’un jeu de 6 parame`tres, appele´s parame`tres orbitaux, et de deux plans,
le plan orbital et un plan de re´fe´rence qui sera ici le plan e´cliptique.
Deux parame`tres de´finissent la ge´ome´trie de la trajectoire dans le plan orbital :
— Le demi-grand axe R de l’ellipse qui est la distance entre le centre de l’ellipse
et le pe´riastre. Il de´finit la taille caracte´ristique de l’orbite.
— L’excentricite´ e de l’ellipse est le rapport de la distance entre les deux foyers
de l’ellipse et du demi-grand axe R.
Trois parame`tres angulaires contraignent l’orientation du plan orbital par rapport
au plan e´cliptique.
— L’inclinaison ✏ repre´sentant l’angle d’intersection entre le plan orbital et le
plan e´cliptique.
— La longitude du noeud ascendant ⌦ qui correspond a` l’angle entre la direction
du point vernal et la ligne des noeuds. Le point vernal est le point de rencontre
sur la sphe`re ce´leste entre le plan e´cliptique et le plan e´quatorial terrestre,
tandis que la ligne des noeuds est la droite d’intersection entre les plans orbital
et e´cliptique.
— L’argument du pe´riastre ' de´crivant l’angle entre la ligne des noeuds et la
direction du pe´riastre. Ce dernier point de re´fe´rence e´tant le lieu ou` l’objet
sur l’orbite se trouve au plus pre`s du corps central, situe´ quant a` lui a` l’un
des foyers de l’ellipse.
Ils constituent les trois angles d’Euler de la se´quence de rotation (Z-X-Z) tournant
l’ellipse pre´ce´demment de´finie dans le plan e´cliptique pour l’orienter dans le plan
orbital. 1
Il reste a` renseigner de la position a` un instant donne´ de l’objet sur l’orbite :
— L’anomalie vraieM(t) est l’angle entre la direction du pe´riastre et la position
courante de l’objet sur son orbite. En choisissant une valeur a` M(t = 0), la
position initiale de l’objet sur l’orbite sera renseigne´e.
1. La premie`re rotation est de´crite autour de l’axe perpendiculaire a` l’e´cliptique. La direction
du pe´riastre de l’ellipse, initialement aligne´e suivant la direction du point vernal, fait alors un angle
⌦ par rapport a` cette dernie`re. Ensuite, l’ellipse est incline´e d’un angle ✏ suivant la direction du
parame`tre de l’ellipse (corde paralle`le a` la directrice et passant par le foyer, ici celui ou` se situe
le corps central). Cet axe devient alors la ligne des noeuds et l’ellipse se trouve maintenant dans
le plan orbital. Enfin, l’ellipse subit une dernie`re rotation autour de la direction normale au plan
orbital, e´cartant ainsi les directions pre´ce´demment confondues du pe´riastre et de la ligne des noeuds
d’un angle !.
51
4.2 Se´lection des orbites ke´ple´riennes
Une proce´dure est propose´e dans [9] pour obtenir un jeu d’orbites ke´ple´riennes
permettant de maintenir la longueur des bras de la constellation triangulaire relati-
vement stable durant toute la dure´e de la mission. La figure 4.1 illustre les arguments
ge´ome´triques expose´s.
Figure 4.1 – Ge´ome´trie des orbites de la constellation de satellites. Sur la figure, le re´fe´rentiel
inertiel est repre´sente´ par la base (S ~X ~Y ~Z) et le re´fe´rentiel CW par la base (O~x~y~z). Les trois
satellites sont indique´s par les points SC1, SC2 et SC3, le Soleil est a` l’origine S du re´fe´rentiel
inertiel et le barycentre O de la constellation co¨ıncide avec l’origine du re´fe´rentiel CW. Le plan
dans lequel s’inscrit la formation triangulaire de´crit un angle de 60° avec le plan e´cliptique. Sche´ma
tire´ de [9].
On utilise, pour re´fe´rentiel inertiel, le re´fe´rentiel (S ~X ~Y ~Z) conside´re´ fixe dont
l’origine S est le Soleil et dont l’axe ~Z est normal a` l’e´cliptique. L’axe ~X est oriente´
selon la convention ”J2000”, c’est-a`-dire dirige´ vers le point vernal a` l’e´poque J2000 2.
L’axe ~Y comple`te la base de vecteurs. Ce re´fe´rentiel sera appele´ par la suite re´fe´-
rentiel J.
On de´finit un corps de re´fe´rence situe´ sur une orbite ke´ple´rienne circulaire de
rayon 1u.a. inscrit dans le plan e´cliptique. On construit un re´fe´rentiel non-inertiel
(O~x~y~z), appele´ re´fe´rentiel Clohessy-Wiltshire (CW ), qui a pour origine O la position
du corps de re´fe´rence, de´crivant une re´volution de pulsation ! = 2⇡1an . La base de
vecteurs unitaires associe´s a` ce re´fe´rentiel est compose´e de deux vecteurs situe´s dans
le plan e´cliptique, l’un radial note´ ~x et l’autre tangentiel ~y, et d’un vecteur normal
a` l’orbite ~z. Ce re´fe´rentiel n’est en fait rien d’autre que le re´fe´rentiel orbital local de
la particule de re´fe´rence.
On conside`re alors un ensemble de corps poursuivant des trajectoires ke´ple´riennes
particulie`res les maintenant en permanence au voisinage de O. En se plac¸ant dans
le re´fe´rentiel non-inertiel CW , on peut montrer que le sous-ensemble de ces corps
appartenant a` un plan faisant un angle de ±⇡3 avec le plan e´cliptique (xOy) de´crit
une rotation rigide de vitesse angulaire  !, maintenant ainsi une distance relative
constante le long de leur orbite.
2. Le 1er Janvier 2000 a` 11 h 58 min 55,816 s UTC
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Il s’agit donc ici de construire une constellation en triangle e´quilate´ral de coˆte´ L
qui, dans le re´fe´rentiel CW , est inscrit dans un plan interceptant l’e´cliptique avec
un angle de ⇡3 . Ce triangle de´crira ainsi une rotation de vitesse angulaire ~! =  !~n
autour de son barycentre, ~n =   cos ⇡3~x+sin ⇡3~y e´tant le vecteur normal au triangle.
Dans le re´fe´rentiel CW , cette rotation implique une relation de syme´trie entre les
trajectoires des satellites, le satellite i + 1 prenant a` l’instant t + 2⇡3! la position
qu’occupait le satellite i a` l’instant t. Ainsi, l’orbite du satellite 1 sera d’abord
construite, les deux autres e´tant retrouve´es par rotation de la premie`re.
4.3 Construction ge´ome´trique des orbites
Le barycentre du triangle joue le roˆle ici de notre particule de re´fe´rence. Il de´crit
une orbite circulaire dans le plan e´cliptique de rayon 1u.a. autour du Soleil. Cette
proprie´te´ du barycentre contraint deux parame`tres orbitaux : R = 1u.a. et ⌦ = 0. Le
satellite SC1 est choisi comme e´tant a` son apoastre a` l’instant initial (M(t = 0) = 0
et ' = 0). A cet instant initial, SC1 doit eˆtre le sommet du triangle de plus haute
altitude (coordonne´e Z sur la figure 4.1). Ainsi, afin d’obtenir un triangle de coˆte´ L,
l’inclinaison ✏ et l’excentricite´ e doivent respecter les e´galite´s suivantes, ou` ↵ = L2R :
tan ✏ =
↵
1 + ↵p
3
e =
s
1 +
2p
3
↵ +
4
3
↵2 (4.1)
L’orbite de SC1 est maintenant comple`tement de´finie. Celles des deux autres
satellites sont construites par syme´trie de rotation. SC2 et SC3 doivent se trouver
au sommet du triangle de plus haute altitude respectivement aux temps t0 +
2⇡
3! et
t0 +
4⇡
3! , instants ou` ils se trouvent a` leur apoastre. On obtient donc l’orbite de SC2
et SC3 a` partir de celle de SC1 en fixant cette fois-ci 'i+1 = (i  1)2⇡3 sans oublier
de de´phaser la position de SCi sur son orbite de  t =  (i   1) 2⇡3! par rapport a`
SC1.
4.4 Position des corps sur leur orbite
Le satellite est localise´ sur son orbite a` l’aide d’un angle appele´ anomalie excen-
trique  (t). On conside`re pour le moment un satellite interme´diaire SC0 partageant
les meˆmes proprie´te´s d’orbite que SC1 a` l’exception de l’inclinaison ✏ fixe´e a` 0. Cette
orbite se trouve donc dans le plan e´cliptique. La position de SC0 s’e´crit dans la base
de vecteurs associe´e au re´fe´rentiel J :
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0@X0Y0
Z0
1A =
0@ R (cos (t) + e)Rp1  e2 sin (t)
0
1A (4.2)
En prenant le centre de l’ellipse C comme origine, l’anomalie excentrique  (t)
correspond a` l’angle entre la direction de l’apoastre et la direction de la position
courante du satellite projete´e perpendiculairement a` la premie`re direction sur un
cercle auxiliaire de centre C et de rayon R. Cette quantite´ est soumise a` la relation
suivante, appele´e e´quation de Kepler et directement de´rive´e de la loi des aires, ou`
M(t) est l’anomalie vraie, angle entre la direction du pe´riastre et la direction de la
position courante :
 (t) + e sin (t) =M(t) = !t (4.3)
La re´solution de (4.3) nous donne ainsi par (4.2) les coordonne´es du satellite
interme´diaire SC0 dans le plan orbital. En orientant correctement ce plan orbital,
a` l’aide des parame`tres angulaires (✏,',⌦ = 0), on retrouve les coordonne´es du
satellite Si dans le re´fe´rentiel J . Il s’agit seulement d’appliquer un ope´rateur de
rotation Ti(✏,'i, 0) a` la solution ~r0 = X0 ~X + Y0~Y + Z0 ~Z :
0@X0Y0
Z0
1A =) T (✏,'i, 0)
0@X0Y0
Z0
1A =
0@XiYi
Zi
1A = ~ri (4.4)
en se rappelant d’appliquer le de´phasage suivant :
 i(t) =)  i(t  (i  1)2⇡
3!
) (4.5)
On obtient finalement :
0@XiYi
Zi
1A =
0@R (cos i(t) + e) cos'i cos ✏ Rp1  e2 sin i(t) sin'iR (cos i(t) + e) sin'i cos ✏+Rp1  e2 sin i(t) cos'i
R (cos i(t) + e) sin ✏
1A (4.6)
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Chapitre 5
Cine´matique de la constellation
Dans la section pre´ce´dente, nous avons conside´re´ les satellites en tant que masse
ponctuelle soumis au seul champ gravitationnel du Soleil. En re´alite´, chaque satellite
repre´sente un syste`me de trois corps, le corps du satellite lui-meˆme ainsi que les deux
masses d’e´preuve. Durant la simulation, on veut de´terminer et mesurer a` chaque
instant la position relative de ces masses d’e´preuve par rapport au corps du satellite.
Bien qu’elle n’ait aucune influence sur la dynamique des masses d’e´preuve, la position
du satellite par rapport a` un re´fe´rentiel inertiel est, elle aussi, de´termine´e a` chaque
instant pour l’analyse a posteriori des re´sultats de simulation, et peut en outre
constituer un interme´diaire de calcul pour l’estimation de l’acce´le´ration subie par
les masses d’e´preuve discute´e au chapitre 9. 1
5.1 Corps et re´fe´rentiels
On se concentre pour l’instant sur le satellite 1, le propos e´tant directement ge´ne´-
ralisable aux autres satellites. Le syste`me comprend trois corps conside´re´s comme ri-
gides. Pour comple`tement de´finir leur localisation par rapport a` un re´fe´rentiel donne´,
il faut de´terminer 6 degre´s de liberte´ par corps a` chaque instant, a` savoir 3 pour la
position du centre de masse et 3 pour l’orientation de l’objet. A cet e↵et, chaque
corps est e´quipe´ d’un re´fe´rentiel dont l’origine est le centre de masse et la base de vec-
teurs est utilise´e pour repre´senter son orientation. On construit ainsi les re´fe´rentiels
suivants, illustre´s pour la plupart dans la figure 5.1 :
— Le re´fe´rentiel (J,~ex,J ,~ey,J ,~ez,J) est le re´fe´rentiel inertiel de´fini dans la section
4.2. C’est un re´fe´rentiel galile´en dont l’origine J est situe´ au centre du Soleil.
— Le re´fe´rentiel (B,~ex,B,~ey,B,~ez,B) est le re´fe´rentiel attache´ au satellite, ge´ne´ra-
lement appele´ re´fe´rentiel barycentrique. Son origine et le centre de masse du
1. On pre´fe`rera finalement une seconde me´thode plus directe ne sollicitant pas cette position
absolue, la premie`re ne´cessitant e´ventuellement la comparaison de grandeurs nume´riques d’ordre
tre`s di↵e´rent (cf. section 9.1.2).
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satellite note´ e´galement B. Le vecteur ~ez,B est orthogonal au plan contenant
les axes des deux te´lescopes, ~ex,B est dirige´ suivant la bissectrice de l’angle
de´crit par les deux te´lescopes et ~ey,B comple`te la base.
— Un re´fe´rentiel est associe´ a` chacun des compartiments cubiques contenant
les deux masses d’e´preuve, la position et l’orientation de ces dernie`res e´tant
mesure´es en re´fe´rence a` ces logements. On construit donc deux re´fe´rentiels
(H1,~ex,H1,~ey,H1,~ez,H1) et (H2,~ex,H2,~ey,H2,~ez,H2), tous deux fixes par rapport au
satellite, dont l’origine est situe´ au centre des logements cubiques et dont les
vecteurs sont normaux aux parois. Les positions de H1 et H2 sont repe´re´es
par les vecteurs ~BH1 = ~rH1/B et ~BH2 = ~rH2/B. Les axes ~ez,H1 et ~ez,H2 sont
oriente´s paralle`lement a` ~ez,B tandis que les vecteurs ~ex,H1 et ~ex,H2 sont aligne´s
suivant les axes de leur te´lescope respectif. Les axes ~ey,H1 et ~ey,H2 sont de´duits
des pre´ce´dents. La ge´ome´trie du satellite donne [7] :
rBH1/B =
  0, 3 0, 3 0  rBH2/B =   0, 3  0, 3 0  (5.1)
~↵H1/B =
 
0 0  ⇡6
 
~↵H1/B =
 
0 0 ⇡6
 
(5.2)
ou` l’on exprime les vecteurs position dans la base du re´fe´rentiel B et ou` ~↵H1/B
et ~↵H2/B de´signent les angles de Cardan donnant l’orientation des re´fe´rentiels
H1 et H2 par rapport au re´fe´rentiel B (cf. section 5.2.2).
— Enfin, les re´fe´rentiels (T1,~ex,T1,~ey,T1,~ez,T1) et (T2,~ex,T2,~ey,T2,~ez,T2) sont asso-
cie´s aux masses test. A nouveau, ils sont positionne´s au niveau de leur centre
de masse. Dans les conditions nominales, les re´fe´rentiel T1 et T2 co¨ıncident
respectivement avec les re´fe´rentiel H1 et H2 a` la fois en terme de position et
d’orientation.
Par la suite, on n’e´voquera un re´fe´rentiel que par la lettre associe´e a` son origine.
5.2 Position et attitude : repre´sentation et conven-
tion d’e´criture
5.2.1 Repre´sentation de la position
On repre´sente la position d’un corps relativement a` un autre en comparant la
position relative de l’origine des re´fe´rentiels. A titre d’exemple, la position du satellite
par rapport au Soleil sera identifie´e par la grandeur vectorielle ~rB/J , quantite´ pouvant
eˆtre exprime´e indi↵e´remment dans une quelconque des bases de´finies en 5.1.
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Figure 5.1 – Figure illustrant la disposition des re´fe´rentiels B, H1, T2 au sein d’un satellite. L’axe
~x du re´fe´rentiel B (~ex,B), est aligne´ sur la bissectrice de l’angle entre les te´lescopes qui est fixe et
e´gal a` 60°. Les axes ~x et ~y du re´fe´rentiel H1 sont orthogonaux aux parois du compartiment, tandis
que l’axe ~z est normal a` la figure. Les axes ~x, ~y et ~z du re´fe´rentiel T2, nominalement confondus
avec les axes du re´fe´rentiel H2, sont orthogonaux aux faces de la masse d’e´preuve.
5.2.2 Repre´sentation de l’attitude
Quant a` l’attitude des corps, l’orientation relative des axes des re´fe´rentiels est
utilise´e. Par exemple, l’attitude du satellite relativement au re´fe´rentiel J sera de´crite
a` l’aide d’un ensemble ~↵B/J de trois angles (✓B/J , ⌘B/J ,'B/J), appele´s angles de Car-
dan, correspondant a` la se´quence des 3 rotations successives (Z-Y-X) conduisant les
axes du re´fe´rentiel J a` se confondre avec ceux du re´fe´rentiel B. Dans cet exemple,
la se´quence des trois rotations est la suivante :
Figure 5.2 – Les angles de Cardan de´crivent
une se´quence de trois rotations successives sui-
vant ~ez,J , ~e 0y,J , et ~e 00x,J .
Une premie`re rotation d’un angle '
est de´crite autour de l’axe ~ez,J . Cette pre-
mie`re rotation transforme ~ex,J et ~ey,J en
deux nouveaux vecteurs ~e 0x,J et ~e
0
y,J , le vec-
teur ~ez,J = ~e 0z,J restant inchange´. L’angle
' est choisi de sorte que ~e 0x,J se trouve
dans le plan (J,~ex,B,~ez,J). Ainsi, une se-
conde rotation d’angle ⌘, cette fois-ci au-
tour de ~e 0y,J , est e↵ectue´e afin de superpo-
ser les axes ~e 00x,J et ~ex,B. Enfin une rotation
d’un angle ⌘ autour de ce dernier axe fi-
nit de confondre les axes des deux re´fe´-
rentiels : (~e 000x,J ,~e
000
y,J ,~e
000
z,J) = (~ex,B,~ey,B,~ez,B)
57
Cette se´quence de rotation transforme ainsi la base de vecteurs associe´e au re´fe´-
rentiel J en la base associe´e a` B. Elle donne l’expression d’un vecteur initialement
exprime´ par rapport a` J dans la base du re´fe´rentiel B. On opte donc ici pour une
repre´sentation dite ”passive” des rotations. La matrice de passage correspondante se
construit a` partir des angles de Cardan de la manie`re suivante [10] :
TBJ (~↵B/J) = T
B
J (✓, ⌘,') = RX00(✓)RY 0(⌘)RZ(') =0@ cos ⌘ cos' cos ⌘ sin'   sin ✓sin ✓ sin ⌘ cos'  cos ✓ sin' sin ✓ sin ⌘ sin'+ cos ✓ cos' sin ✓ cos ⌘
cos ✓ sin ⌘ cos'+ sin ✓ sin' cos ✓ sin ⌘ sin'  sin ✓ cos' cos ✓ cos ⌘
1A (5.3)
A l’aide de la de´rive´e des angles de Cardan, on retrouve e´galement la vitesse
angulaire du satellite par rapport a` J . En de´composant les rotations, on remarque
que :
— La premie`re rotation s’e´crit '~ez,J = 'RTY 0(⌘)R
T
X00(✓)~ez,B.
— La seconde se trouve eˆtre ⌘~e 0y,J = ⌘R
T
X00(✓)~ey,B.
— La dernie`re est plus simplement ✓~ex,J = ✓~ex,B.
On a donc finalement [10] :
~!B/J = ✓˙~ex,B + ⌘˙R
T
X00(✓)~ey,B + '˙R
T
Y 0(⌘)R
T
X00(✓)~ez,B (5.4)
=
0@1 0   sin ⌘0 cos ✓ cos ⌘ sin ✓
0   sin ✓ cos ⌘ cos ✓
1A0@ ✓˙⌘˙
'˙
1A (5.5)
~!B/J = B(~↵B/J)~˙↵B/J (5.6)
Cette dernie`re relation relie la de´rive´e des angles de Cardan de´crivant l’orienta-
tion de B par rapport a` J a` la vitesse angulaire du satellite par rapport a` J . Elle sera
essentielle par la suite, pour pouvoir retrouver par inte´gration les angles de Cardan
a` partir de l’e´quation de la dynamique angulaire d’un corps.
5.2.3 Convention d’e´criture
De`s lors, on re´alise certainement que l’essentiel de la di culte´ se re´duit a` la
correcte utilisation de ces re´fe´rentiels pour de´finir et exprimer les di↵e´rentes quanti-
te´s vectorielles et tensorielles implique´es dans la dynamique des corps. Par souci de
cohe´rence, on de´cide de se munir d’une convention de notation concernant les gran-
deurs vectorielles ou tensorielles utilise´es pour repre´senter les di↵e´rentes relations
entre re´fe´rentiels.
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— Chaque vecteur est repre´sente´ par une lettre de´crivant sa nature physique : ~r,
~v, ~a respectivement pour les positions, vitesses et acce´le´rations et ~↵, ~! pour
les angles de Cardan et les vitesses angulaires.
— Chaque vecteur est annote´ d’une expression en indice, indiquant a` la fois
de quel corps et par rapport auquel il informe. Par exemple, la position du
satellite par rapport a` J s’e´crit : ~rB/J .
— La de´rivation temporelle d’un vecteur se fait toujours relativement a` un sys-
te`me d’axes conside´re´s comme fixes. Le re´fe´rentiel relatif a` la de´rivation d’un
vecteur sera de´signe´ par un indice. La loi de Varignon de la composition du
mouvement en me´canique classique nous donne la relation entre la de´rivation
temporelle suivant deux re´fe´rentiels di↵e´rents :
d
dt
(~rB/J)J =
d
dt
(~rB/J)B + ~!B/J ⇥ ~rB/J (5.7)
— Il peut e´galement eˆtre essentiel d’indiquer la base dans laquelle le vecteur
est exprime´. Pour cela, le re´fe´rentiel d’expression sera indique´ en exposant :
rBB/J signifie que la position du satellite par rapport a` J est exprime´e dans la
base associe´e au re´fe´rentiel B. La quantite´ rBB/J est maintenant un triplet de
valeurs correspondant a` :
rBB/J =
0@~rB/J · ~ex,B~rB/J · ~ey,B
~rB/J · ~ez,B
1A =
0@xBB/JyBB/J
zBB/J
1A (5.8)
— Le passage entre les expressions d’un meˆme vecteur selon deux bases di↵e´-
rentes se fait par application d’une matrice de rotation. Cette matrice de
rotation est construite a` partir des angles de Cardan donnant l’orientation
d’un re´fe´rentiel par rapport a` l’autre (cf. 5.2.2). En conside´rant la matrice de
passage TBJ transformant l’expression dans le re´fe´rentiel J de la position du
satellite par rapport a` J en l’expression de cette meˆme quantite´ vectorielle
dans la base du re´fe´rentiel B, on a :
rBB/J = T
B
J (~↵B/J)r
J
B/J (5.9)
— Au final, on exprimera toujours les relations vectorielles dans une base de´fi-
nie, e´crivant chaque quantite´ vectorielle comme un triplet de valeur, afin de
permettre leur imple´mentation dans la simulation. On prendra garde de bien
exprimer toutes les quantite´s vectorielles ou tensorielles implique´es dans une
meˆme e´quation dans une base commune. De cette manie`re, la relation 5.7
s’e´crit :
r˙JB/J = T
J
B r˙
B
B/J + !˜
J
B/Jr
J
B/J (5.10)
ou` l’on e´crit le produit vectoriel comme un produit matriciel en introduisant
la matrice antisyme´trique :
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!JB/J ⇥ rJB/J = !˜JB/JrJB/J (5.11)
!˜JB/J =
0@ 0  !z !y!z 0  !x
 !y !x 0
1A (5.12)
5.3 Pointage des satellites
Le long de leur orbite, les satellites doivent en permanence e´changer de l’infor-
mation via les signaux lasers e´mis et rec¸us au niveau de leurs te´lescopes. Il faut
ainsi assurer que chaque te´lescope pointe correctement vers le te´lescope respectif
du satellite distant. La formation en triangle quasi-e´quilate´ral sugge`re donc natu-
rellement d’e´carter chaque te´lescope d’un meˆme satellite d’un angle de 60° et de
maintenir leur banc optique dans le plan de la constellation. Bien que le document
[31] fournisse une proposition de design de´taille´e pour la future mission eLISA, au-
cune configuration n’a pour l’instant e´te´ de´finitivement fixe´e. A titre d’exemple, la
de´cision d’utiliser des te´lescopes mobiles, bien qu’e´tudie´e dans [31], ne semble pas
encore avoir e´te´ arreˆte´e. Pour cette dernie`re raison, et parce que cela permet d’e´tu-
dier dans un premier temps une version simplifie´e de la dynamique (la mobilite´ des
te´lescopes introduit de nouvelles variables dynamiques), on conside`rera ici des
te´lescopes fixes par rapport au satellite. Cela donnera e´galement l’opportunite´
d’e´tudier une telle configuration et en particulier les performances qu’elle permet
d’obtenir en terme de bruit d’acce´le´ration.
5.3.1 Attitude ide´ale
Les orbites de´finies dans le chapitre 4 nous renseignent en premie`re approxima-
tion de la position de chaque satellite par rapport a` J . Connaissant a` tout instant
les positions des satellites distants par rapport a` un satellite local, on va pouvoir es-
timer la vitesse angulaire ne´cessaire afin d’assurer le pointage des te´lescopes durant
toute la mission.
La constellation triangulaire n’est malheureusement pas comple`tement e´quila-
te´rale. Les coˆte´s et les angles du triangle vont ne´cessairement fluctuer durant la
mission. Cela signifie qu’une orientation des te´lescopes a` 60° l’un de l’autre ne sera
pas su sante pour un parfait pointage de la constellation. C’est d’ailleurs le prin-
cipal argument en faveur d’une mobilite´ des te´lescopes. Cependant, en raison de la
divergence des faisceaux laser, le front d’onde en re´ception se trouve eˆtre grandement
e´largi, avec une largeur de faisceau de l’ordre du kilome`tre. Cette dernie`re proprie´te´,
bien que re´duisant conside´rablement la puissance rec¸ue, facilite l’acquisition des fais-
ceaux laser se propageant entre les satellites.
Ces trajectoires orbitales seront bien entendu perturbe´es par des forces exte´-
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rieures telles que la pression solaire ou les forces magne´tiques, ou meˆme par les
forces commande´es par la boucle de controˆle. Ne´anmoins, du point de vue d’un sa-
tellite, la di↵e´rence de vise´e implique´e par ces perturbations sur le satellite distant
est raisonnablement ne´gligeable, en remarquant qu’en raison de la re´troaction, on
parle de modifications mode´re´es de la trajectoire orbitale initiale en comparaison
avec la longueur du bras interfe´rome´trique.
5.3.2 Construction de l’attitude ide´ale en fonction des or-
bites
On se restreint donc ici a` la premie`re approximation ou` la constellation est par-
faitement e´quilate´rale. Pour assurer leur alignement, tous les te´lescopes doivent eˆtre
dans le plan de la constellation et chaque satellite doit eˆtre correctement oriente´
dans ce plan. On se place localement au niveau d’un satellite en particulier et l’on
essaie de trouver l’attitude par rapport a` J du re´fe´rentiel B associe´ a` ce satellite de
manie`re a` ce que les axes des te´lescopes locaux et distants soient confondus.
Vitesse angulaire et orientation du re´fe´rentiel ve´hicule
On se souvient (cf. sous-section 5.1) que le vecteur ~ex,B est dirige´ suivant la bissec-
trice de l’angle entre les deux te´lescopes et que ~ex,B et ~ey,B sont tous les deux inscrits
dans le plan contenant les axes des deux te´lescopes. On de´finit donc l’orientation
des axes de B en fonction des orbites par les relations suivantes :
— Le vecteur ~ex,B doit eˆtre dirige´ suivant une me´diane du triangle.
~BI =
1
2
(~rB3/J + ~rB2/J)  ~rB1/J (5.13)
~ex,B =
~BI
k ~BIk = BˆI (5.14)
ou` I est le point d’intersection entre la me´diane et le coˆte´ oppose´ au satellite
local (dans cet exemple le satellite 1)
— Le vecteur ~ez,B doit eˆtre normal au plan de la constellation. En posant rˆ23 =
~rB3/J ~rB2/J
k~rB3/J ~rB2/Jk , on obtient :
~ez,B =
~ex,B ⇥ rˆ23
k~ex,B ⇥ rˆ23k (5.15)
— Le vecteur ~ey,B se de´duit des deux autres.
~ey,B = ~ez,B ⇥ ~ex,B (5.16)
61
On de´cide ensuite de retrouver la vitesse angulaire de B par rapport a` J que cette
orientation implique. En utilisant la relation : ddt (~ex,B)J = ~!B/J ⇥~ex,B, on exprime la
vitesse angulaire en fonction des axes de B :
~!B/J = ~ex,B ⇥ d
dt
(~ex,B)J + (~!B/J · ~ex,B)~ex,B (5.17)
qui peut se re´duire en observant que ddt (~ez,B)· ~ey,B =  ~!B/J · ~ex,B :
~!B/J = ~ex,B ⇥ d
dt
(~ex,B)J  
✓
d
dt
(~ez,B)J · ~ey,B
◆
~ex,B (5.18)
Vitesse angulaire et orbites
On souhaite exprimer la vitesse angulaire en fonction seulement des positions et
vitesses orbitales des satellites. Les vecteurs de la base B viennent d’eˆtre de´rive´s de
ces dernie`res. Il ne reste plus qu’a` expliciter les de´rive´es temporelles pre´sentes dans
l’e´quation 5.18. On remarque d’abord que :
d
dt
(~ex,B)J =
1
BI
✓
d
dt
⇣
~BI
⌘
J
  d
dt
⇣
~BI
⌘
J
· BˆI
◆
(5.19)
Ce qui conduit a` l’expression :
d
dt
(~ex,B)J =
1
2(~vB3/J + ~vB2/J)  ~vB1/J  
 
1
2(~vB3/J + ~vB2/J)  ~vB1/J
  · ~ex,B
k12(~rB3/J + ~rB2/J)  ~rB1/Jk
(5.20)
De manie`re similaire, on trouve :
d
dt
(~ez,B)J =
d
dt (~ex,B)J ⇥ rˆ23 + ~ex,B ⇥ ddt (rˆ23)J   (~ex,B ⇥ rˆ23) ddt (k~ex,B ⇥ rˆ23k)J
k~ex,B ⇥ rˆ23k2
(5.21)
expression pour laquelle on s’abstiendra ici d’un de´veloppement plus explicite.
On constate ne´anmoins que toutes les quantite´s en jeu de´pendent des positions et
vitesses orbitales.
En remplac¸ant 5.21 et 5.20 dans 5.18, on se retrouve avec une expression de la
vitesse angulaire de´pendant explicitement des trajectoires orbitales de chaque satel-
lite. Ce travail s’applique ici au satellite 1, mais il est bien suˆr aise´ment ge´ne´ralisable
du point de vue des deux autres satellites par permutation circulaire.
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Cet e↵ort est loin d’eˆtre accessoire, puisque qu’il permettra de de´terminer ana-
lytiquement la vitesse angulaire de consigne a` partir des positions, vitesses et ac-
ce´le´rations de´duites de la propagation des orbites. On e´vite ainsi toute de´rivation
nume´rique dont l’erreur pourrait se propager dans la simulation. On ouvre e´galement
la possibilite´ d’inte´grer un propagateur d’orbites dans la simulation, la connaissance
des trajectoires orbitales e´tant uniquement ne´cessaire pour en de´duire le re´fe´rentiel
de consigne et les forces d’inertie. 2
5.4 De´rive orbitale des masses d’e´preuve
Dans le chapitre 4, on a construit les orbites d’une constellation de 3 masses
ponctuelles autour du Soleil. En re´alite´ pour chaque satellite, on doit distinguer les
trajectoires orbitales du corps du satellite B, et des deux masses d’e´preuve T1 et T2.
On conside´rera dans la suite que les orbites de´termine´es au chapitre 4 correspondent
a` des trajectoires virtuelles purement ge´ode´siques que suivraient les satellites en
l’absence de toutes forces exte´rieures non-gravitationnelles.
Il peut eˆtre inte´ressant d’e´tudier e´galement de telles trajectoires, dites ”ide´ales”,
concernant les masses d’e´preuve. On montre ainsi que les trajectoires des trois corps
divergeront inexorablement, cela meˆme en l’absence d’une quelconque perturbation
exte´rieure, du seul fait que ces trois corps pre´sentent ine´vitablement des conditions
initiales di↵e´rentes.
5.4.1 Orbites ide´ales des masses d’e´preuve
Pour construire les orbites des masses d’e´preuve implique´es par les trajectoires
orbitales de´termine´es en 4, on fait la supposition qu’a` l’instant initial, le syste`me
de trois corps est parfaitement rigide. Cela signifie que les corps partagent la meˆme
vitesse initiale, bien qu’ils occupent ne´cessairement des positions initiales di↵e´rentes.
De`s lors, on remarque que les orbites suivies par ces trois corps seront di↵e´rentes,
la position et la vitesse initiale d’un objet dans un champ gravitationnel de´finissant
de manie`re univoque sa trajectoire orbitale.
A partir de l’e´quation 4.6 et par de´rivation de l’expression on retrouve les posi-
tions et vitesses initiales des satellites. Pour le satellite 1, on a :
2. Cette me´thode n’est pas encore en place a` l’heure actuelle. Pour les re´sultats de´crits dans
ce manuscrit, les vitesses et acce´le´rations angulaires sont de´termine´es a` partir de la de´rivation
temporelle nume´rique des angles d’Euler, ces derniers e´tant de´duits de la matrice de rotation
TOJ (t) [36] (cf. de´finition du re´fe´rentiel de consigne O en section 6.3.2). La me´thode analytique,
plus rapide, plus souple et plus pre´cise est en cours d’imple´mentation.
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rJB1/J(t) =
0@R (cos i(t) + e) cos ✏Rp1  e2 sin i(t)
R (cos i(t) + e) sin ✏
1A (5.22)
vJB1/J(t) =
0@  R ˙i(t) sin i(t) cos ✏Rp1  e2 ˙i(t) cos i(t)
 R ˙i(t) sin i(t) sin ✏
1A (5.23)
expression a` partir de laquelle on retrouve les conditions initiales du satellite 1 :
rJB1/J(0) =
0@R (1 + e) cos ✏0
R (1 + e) sin ✏
1A (5.24)
vJB1/J(0) =
0B@ 0!Rq1 e1+e
0
1CA (5.25)
en remarquant que  ˙i(0) =
!
1+e ou` ! =
2⇡
1an . Conforme´ment a` la de´finition des
orbites au chapitre 4, on ve´rifie qu’a` l’instant initial le vecteur ~rB1/J est orthogonal
a` ~ey,J et que le vecteur vitesse est bien tangent a` l’orbite : ~vB1/J · ~rB1/J = 0.
A l’e´tat initial, on suppose que les masses d’e´preuve sont dans leur position
nominale, c’est-a`-dire centre´es dans leur logement respectif et fixes par rapport au
satellite. On en de´duit donc :
rJT1/J(0) = r
J
B/J(0) + r
J
H1/B r
J
T2/J(0) = r
J
B/J(0) + r
J
H2/B (5.26)
vJT1/J(0) = v
J
B/J(0) v
J
T2/J(0) = v
J
B/J(0) (5.27)
en introduisant la position des logements par rapport au re´fe´rentiel B de´fini a`
l’e´quation 5.2. Le de´calage de la position initiale des masses inertielles rJH1/B et r
J
H2/B
paraˆıt infime compare´ a` la distance entre le satellite et le Soleil. Cependant, on
verra qu’elle induit une distinction des orbites des trois corps pouvant aboutir a` une
e´volution significative des distances relatives entre les corps.
A partir de ces conditions initiales, on peut retrouver les parame`tres orbitaux
correspondants. Les conditions initiales de´terminent les 3 constantes du mouvement
suivantes :
— Le moment cine´tique perpendiculaire au plan orbital :
~L = ~rT/J(0)⇥mT~vT/J(0) (5.28)
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— Le vecteur excentricite´ dirige´ suivant le demi-grand axe de l’ellipse :
~e =
~vT/J(0)⇥ ~L
GMSmT
  rˆT/J (5.29)
— L’e´nergie me´canique du syste`me :
Em =
1
2
mTk~vT/J(0)k2   GMSmTk~rT/J(0)k (5.30)
Les deux premiers vecteurs constants de´finissent en particulier l’orientation de
l’orbite par rapport a` l’e´cliptique. On peut ainsi en de´duire les trois parame`tres
angulaires que sont l’inclinaison, la longitude du noeud ascendant et l’argument du
pe´riastre (cf. section 4.1). La norme du vecteur ~e donne e´galement l’excentricite´ de
l’orbite. La position initiale de l’objet sur l’orbite se retrouve a` l’aide de la posi-
tion absolue ~rT/J(0) et du vecteur excentricite´. L’e´nergie me´canique, quant a` elle,
contraint la longueur du demi grand axe de l’ellipse.
La position absolue de la masse d’e´preuve suivant sa trajectoire orbitale ide´ale
est calcule´e sous MATLAB a` partir des parame`tres orbitaux. La di↵e´rence de posi-
tion initiale e´tant conside´rablement plus faible que la position absolue de la masse
inertielle et du satellite, le calcul nume´rique est de´licat mais ne´anmoins faisable,
en e↵ectuant dans un premier temps un traitement symbolique, puis en choisissant
finalement la pre´cision nume´rique ne´cessaire. On peut alors comparer les orbites
ide´ales du satellite et de l’une des deux masses inertielles. La figure 5.3 repre´sente
l’e´volution des positions relatives des trois corps exprime´es dans le re´fe´rentiel J .
D’apre`s la figure 5.3, on constate une de´rive de la masse inertielle de l’ordre du
me`tre sur un pe´riode d’un an. Ainsi, malgre´ le faible e´cart entre la masse d’e´preuve et
le centre de masse B du satellite a` l’instant initial, du moins en comparaison avec la
distance se´parant le satellite du Soleil, on de´couvre une de´rive annuelle significative
de la masse inertielle franchissant les dimensions du logement auquel elle devrait se
restreindre. Il est donc impossible d’envisager un mouvement purement ge´ode´sique
pour la masse inertielle, ce meˆme en l’absence totale de forces non-gravitationnelles.
On voit alors qu’un controˆle des masses d’e´preuve est d’ores et de´ja` ne´cessaire du
seul fait que que ces dernie`res doivent eˆtre contenues dans le satellite.
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Figure 5.3 – De´viation ge´ode´sique observe´e entre les trois corps du syste`me. Sur la figure est
trace´e l’e´volution de la distance de se´paration entre le satellite et les deux masses d’e´preuve pour le
satellite 1 de la figure 4.1 et pour des conditions initiales nominales (satellite correctement oriente´
dans le plan de la constellation pour garantir l’alignement des te´lescopes)
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Chapitre 6
Dynamique de la constellation
L’objectif de ce chapitre est de mettre en place les e´quations du mouvement que
respectent les trois objets concerne´s pour chaque satellite, a` savoir le corps du sa-
tellite lui-meˆme et les deux masses d’e´preuve. Ces e´quations de mouvement seront
de´gage´es uniquement pour un satellite, le proble`me e´tant ge´ne´ralisable directement
aux deux autres. On rappelle que dans cette e´tude on se concentre sur une configu-
ration de type LISA impliquant 3 satellites identiques. Ainsi, dans ce chapitre, on
se gardera ge´ne´ralement d’indiquer le nume´ro du satellite conside´re´.
En particulier, en ce qui concerne la dynamique du satellite, les e´quations seront
mises en place du point de vue de deux re´fe´rentiels distincts. D’abord, ces e´quations
seront e´tablies dans le re´fe´rentiel galile´en J , re´fe´rentiel naturel d’expression de la dy-
namique puisque la premie`re loi de Newton (principe d’inertie) s’y applique. Ensuite,
a` partir de ces e´quations, on e´crira la dynamique du satellite dans un re´fe´rentiel cette
fois-ci non-inertiel appele´ re´fe´rentiel de consigne et pre´alablement de´fini. Du point
de vue de ce re´fe´rentiel de consigne, la dynamique, certes plus complexe a` cause des
di↵e´rentes forces d’inertie apparentes, se verra facilement line´arisable.
6.1 Dynamique des corps rigides
Les trois corps e´tudie´s sont conside´re´s comme rigide. Cela signifie que l’on peut
de´composer la dynamique de chacun d’eux en conside´rant se´pare´ment le mouvement
de translation du centre des masses et le mouvement de rotation autour de ce dernier.
— Le mouvement line´aire est soumis a` la seconde loi de Newton :
d
dt
(~p)J =
X
~f (6.1)
— Le mouvement angulaire respecte l’e´quation d’Euler [21] :
d
dt
⇣
~h
⌘
J
=
X
~t (6.2)
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ou` ~h repre´sente le moment angulaire total du solide inde´formable et ~t le couple
qui lui est applique´.
6.1.1 Mode`le du corps rigide
En re´alite´, l’e´quation 6.2 provient e´galement de la seconde loi de Newton appli-
que´e au cas particulier de la rotation des corps rigides. La rigidite´ du corps signifie
physiquement que les di↵e´rentes masses e´le´mentaires dm dont est constitue´ le corps
gardent une distance fixe les unes par rapport aux autres. Ainsi, e´tudier le mou-
vement de l’ensemble de ces masses dm revient a` e´tudier le mouvement d’un seul
point du corps, tel que le centre des masses, ainsi que l’unique mouvement des autres
masses dm relativement a` ce point permis par la rigidite´ de l’objet : le mouvement
de rotation.
Moment angulaire et tenseur d’inertie
On peut montrer que le moment angulaire total du satellite autour de son centre
des masses B est de´fini par :
~hSat/B = ISat/B~!B/J (6.3)
ou` ISat/B est le tenseur d’inertie du satellite au point B. Cette grandeur physique
est une grandeur caracte´ristique de la re´partition ge´ome´trique des masses du corps
conside´re´. Au meˆme titre que la masse inerte concernant les mouvements de transla-
tion, elle rend compte de la re´sistance d’un objet a` sa mise en rotation autour d’un
axe passant par un de ses points. En choisissant de calculer ce tenseur au centre des
masses B du corps, il vient [21] :
ISat/B =
m
V
Z
Sat
[(~rdm/B · ~rdm/B) 13   ~rdm/B ⌦ ~rdm/B] dV (6.4)
ou` l’on e´met l’hypothe`se d’une densite´ volumique uniforme de l’objet ⇢(~rdm/B) =
m/V et ou` l’on introduit le produit tensoriel de deux vecteurs tel que :
~a⌦~b =
0@a1b1 a1b2 a1b3a2b1 a2b2 a2b3
a3b1 a3b2 a3b3
1A (6.5)
On remarque que l’e´quation 6.4 peut se re´e´crire de manie`re plus concise :
ISat/B =
m
V
Z
Sat
[rdm/B]
⇥ [rdm/B]
⇥,T dV (6.6)
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en utilisant la de´finition 5.12. On conside´rera exclusivement ce tenseur au bary-
centre du corps conside´re´, ici le satellite, que l’on notera donc simplement IB.
Ce tenseur d’inertie est toujours constant par rapport au re´fe´rentiel barycentrique
B. C’est pourquoi il est particulie`rement inte´ressant de de´composer l’e´quation 6.2
comme :
d
dt
⇣
~h
⌘
J
=
d
dt
⇣
~h
⌘
B
+ ~!B/J ⇥ ~h (6.7)
d
dt
(IB~!B/J)J = IB
d
dt
(~!B/J)B + ~!B/J ⇥ (IB~!B/J) (6.8)
En remarquant que ddt (~!B/J)B =
d
dt (~!B/J)J , l’e´quation d’Euler 6.2 se re´e´crit :
IB
d
dt
(~!B/J)J + ~!B/J ⇥ (IB~!B/J) =
X
~t (6.9)
La solution de cette e´quation di↵e´rentielle, la vitesse angulaire ~!B/J , caracte´rise
le mouvement de rotation du satellite.
Axes principaux d’inertie et cas ge´ome´trique simple
Le tenseur d’inertie devient diagonal lorsqu’il est exprime´ en re´fe´rence a` des axes
particuliers : ce sont les axes principaux d’inertie. Ces axes sont de fait dirige´s selon
les vecteurs propres de la matrice associe´e au tenseur d’inertie. De manie`re ge´ne´rale,
tout axe de syme´trie mate´riel d’un corps ou tout axe perpendiculaire a` un plan de
syme´trie est un axe principal d’inertie. Des corps posse´dant de telles syme´tries voient
le calcul de leur tenseur d’inertie d’autant plus simplifie´.
En particulier on peut montrer que pour un solide de forme cubique, le tenseur
d’inertie exprime´ dans le syste`me des axes principaux d’inertie :
I =
m
6
0@a2 0 00 a2 0
0 0 a2
1A (6.10)
ou` m est la masse du solide et a la longueur d’une de ses areˆtes. Dans le cas du
cube, les axes originaires du barycentre et perpendiculaires aux faces constituent un
jeu d’axes principaux d’inertie. En se rappelant que les re´fe´rentiels T associe´s aux
masses d’e´preuve posse`dent un tel syste`me d’axes (cf. section 5.1), on s’attend donc
a` ce que le tenseur d’inertie de ces dernie`res puisse s’e´crire ITT =
mT a2
6 13.
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6.2 Les e´quations du mouvement
6.2.1 Equations du mouvement : les translations
Concernant le satellite, on souhaite connaˆıtre a` chaque instant la position, dite
”absolue”, du satellite par rapport a` J . La seconde loi de Newton nous donne sim-
plement :
mB
d2
dt2
(~rB/J)J =
X
~fB (6.11)
En revanche, on de´cide de repe´rer les masses d’e´preuve par rapport aux re´fe´ren-
tiels H, puisque dans le satellite, la position des masses est mesure´e en re´fe´rence aux
logements. Etant donne´ que ces re´fe´rentiels sont non-inertiels, on a :
mT
d2
dt2
(~rT/J)J =
X
~fT
mT
d2
dt2
(~rB/J + ~rT/B)J =
X
~fT
mT
d
dt
✓
d
dt
(~rB/J)J +
d
dt
(~rT/B)J
◆
J
=
X
~fT
mT
d
dt
✓
d
dt
(~rB/J)J +
d
dt
(~rT/B)B + ~!B/J ⇥ ~rT/B
◆
J
=
X
~fT (6.12)
En de´composant ~rT/B = ~rT/H+~rH/B et en se souvenant que les axes des re´fe´rentiels
B et H s’orientent identiquement (cf section 5.1) :
mT
d2
dt2
(~rT/H)H +mT
d2
dt2
(~rB/J)J +mT
d
dt
(~!B/J)J ⇥ (~rT/H + ~rH/B)
+mT~!B/J ⇥ (~!B/J ⇥ (~rT/H + ~rH/B)) + 2mT~!B/J ⇥ d
dt
(~rT/H)H =
X
~fT (6.13)
Dans cette dernie`re e´quation, les termes du membre gauche repre´sentent respec-
tivement l’acce´le´ration relative (terme 1), l’acce´le´ration d’entraˆınement (termes 2, 3
et 4), et l’acce´le´ration de Coriolis (terme 5).
En remarquant que le terme 2 est lie´ a` la force exerce´e sur le satellite par l’e´qua-
tion 6.11, on obtient finalement :
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mT
d2
dt2
(~rT/H)H +mT
d
dt
(~!B/J)J ⇥ (~rT/H + ~rH/B)
+mT~!B/J ⇥ (~!B/J ⇥ (~rT/H + ~rH/B)) + 2mT~!B/J ⇥ d
dt
(~rT/H)H
=
X
~fT   mT
mB
X
~fB
(6.14)
Ainsi, pour e´tudier la dynamique des masses d’e´preuve, il n’est pas essentiel
de connaˆıtre la position du satellite par rapport a` J et on pourrait sans proble`me
omettre d’inclure l’e´quation 6.11 dans cette mode´lisation. Ne´anmoins, on de´cide de
maintenir cette information dans notre e´tude, qui pourrait se re´ve´ler utile, sinon
dans la simulation en elle-meˆme, du moins dans son analyse a posteriori.
6.2.2 Equations du mouvement : les rotations
Dans la section 6.1.1 nous avons de´ja` de´gage´ l’e´quation a` laquelle la vitesse
angulaire du satellite est soumise :
IB
d
dt
(~!B/J)J + ~!B/J ⇥ (IB~!B/J) =
X
~tB (6.15)
Pour les masses d’e´preuve, les complications induites par le caracte`re non-inertiel
des re´fe´rentiels H se rencontrent une nouvelle fois.
IT
d
dt
(~!T/J)J + ~!T/J ⇥ (IT~!T/J) =
X
~tT
IT
d
dt
(~!T/H + ~!B/J)J + (~!T/H + ~!B/J)⇥ [IT (~!T/H + ~!B/J)] =
X
~tT (6.16)
On obtient ainsi apre`s de´veloppement l’expression suivante :
IT
d
dt
(~!T/H)H + IT (~!B/J ⇥ ~!T/H) + IT
d
dt
(~!B/J)J
+ (~!T/H + ~!B/J)⇥ [IT (~!T/H + ~!B/J)] =
X
~tT
(6.17)
Cette e´quation explicite la vitesse angulaire ~!T/H des masses d’e´preuve par rap-
port aux logements. On voit aussi une de´pendance de l’expression en la vitesse
angulaire ”absolue” du satellite ~!B/J qui ne pourra eˆtre e´vite´e ici, introduisant des
termes non-line´aires quadratiques dans la dynamique.
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6.2.3 Valeurs des masses et des tenseurs d’inertie
Pour finir d’e´tablir les e´quations du mouvement, il reste a` de´terminer les valeurs
des masses inertes et des tenseurs d’inertie pour les 3 corps conside´re´s. Le document
[7] fournit une estimation de l’industriel Airbus Defence & Space de ces dernie`res
quantite´s physiques, chacune d’elles e´tant accompagne´es d’une marge d’erreur.
On y trouve les pre´visions suivantes :
mB = 350kg (6.18)
mT = 1.96kg (6.19)
IBB =
0@158, 0997  8, 6262 0, 8819 8, 6262 163, 0932 0, 1913
0, 8819 0, 1913 297, 0684
1A kg.m2 (6.20)
ITT =
0@6, 913.10 4 0 00 6, 913.10 4 0
0 0 6, 913.10 4
1A kg.m2 (6.21)
les tenseurs d’inertie e´tant exprime´s dans leur re´fe´rentiel barycentrique respectif.
Les masses d’e´preuve sont naturellement de forme cubique, ce qui explique l’e´galite´
des termes diagonaux du tenseur d’inertie, comme on l’avait anticipe´ de`s la section
6.1.1.
6.2.4 Repe`re d’expression des e´quations du mouvement
Les e´quations di↵e´rentielles n’impliquent jusqu’a` pre´sent que des quantite´s vecto-
rielles. Pour permettre leur imple´mentation sous MATLAB, il est temps maintenant
de les exprimer dans un ensemble de bases permettant leur traitement nume´rique.
La position du satellite est pour l’instant exprime´ dans le repe`re du re´fe´rentiel
J . Concernant l’attitude, il est pre´fe´rable de l’exprimer dans le repe`re associe´ au
satellite, d’une part parce que le tenseur d’inertie s’y retrouve constant, et d’autre
part car les couples commande´s par le satellite s’exprimeront naturellement dans ce
re´fe´rentiel.
mBr¨
J
B/J =
X
f JB (6.22)
IB!˙
B
B/J +
⇥
!BB/J
⇤⇥
IB!
B
B/J =
X
tBB (6.23)
Pour les masses d’e´preuve, le raisonnement est similaire. La position des masses
est mesure´e et controˆle´e par rapport aux re´fe´rentiels H. En particulier, on rappelle
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que le syste`me d’e´lectrodes pour la mesure et l’actuation est fixe´ sur chacune des
parois des logements.
mT r¨
H
T/H +mT
⇥
THB !
B
B/J
⇤⇥  
rHT/H + r
H
H/B
 
+mT
⇥
THB !
B
B/J
⇤⇥ ⇥
THB !
B
B/J
⇤⇥  
rHT/H + r
H
H/B
 
+ 2mT
⇥
THB !
B
B/J
⇤⇥
r˙HT/H
=
X
fHT  
mT
mB
X
fHB (6.24)
Pour l’attitude, il est encore une fois ne´cessaire d’exprimer les e´quations dans le
repe`re barycentrique T du corps tournant. Dans la section 6.1.1, on a e´voque´ que
le tenseur d’inertie IT est un multiple de la matrice identite´ lorsqu’il est exprime´
dans le re´fe´rentiel T . Dans l’e´quation 6.17, le dernier terme du membre de gauche
s’annule dans ce cas :
 
!TT/H + !
T
B/J
 ⇥ ⇥ITT  !TT/H + !TB/J ⇤
= ITT
 
!TT/H + !
T
B/J
 ⇥  !TT/H + !TB/J  = 0 (6.25)
Finalement, l’e´quation 6.17 se re´e´crit comme :
ITT !˙
T
T/H + I
T
T T
T
B !˙
B
B/J + I
T
T
⇥
!TB/J
⇤⇥
!TT/H =
X
tTT (6.26)
6.3 Le re´fe´rentiel de consigne O
Les e´quations du mouvement tout juste e´tablies contiennent plusieurs termes
non-line´aires, impliquant le produit de deux fonctions de´pendantes des variables
dynamiques, dont l’une d’entre elles est ge´ne´ralement lie´e a` l’attitude du satellite,
conse´quence de l’apparition des forces d’inertie. Or, on verra par la suite qu’il est
extreˆmement inte´ressant d’obtenir des e´quations di↵e´rentielles du mouvement li-
ne´aires lorsqu’il s’agit de repre´senter la dynamique graˆce a` un mode`le en repre´senta-
tion d’e´tat. Traiter ces e´quations revient alors a` manipuler un ensemble de matrices,
donnant alors l’acce`s a` tout l’arsenal de l’analyse matricielle.
6.3.1 Boucle de re´troaction et e´tat d’e´quilibre
Dans notre syste`me, chaque variable dynamique est mesure´e et controˆle´e de sorte
qu’elle soit la plus proche possible d’un point de fonctionnement. Sche´matiquement,
un signal d’erreur, construit comme la di↵e´rence entre la mesure de la variable
dynamique et la valeur de consigne, est procure´ au controˆleur qui en de´duit une
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force a` injecter pour stabiliser le syste`me. La section 8.5 est de´die´e a` ces aspects de
controˆle et l’on donnera alors de plus amples de´tails a` ce propos.
Ainsi, pour line´ariser la dynamique, on peut utiliser la proprie´te´ de stabilite´
qu’engendre cette boucle de re´troaction. En particulier on peut en de´duire que :
— Le controˆle du pointage des satellites assure que la vitesse angulaire ~!B/J reste
constamment proche de la consigne de´crite en section 5.3.
— A l’e´tat nominal la position et l’attitude des masses d’e´preuve sont identiques
a` celles du re´fe´rentiel H. Il vient alors les valeurs de consigne suivantes :
rHT/H = (0, 0, 0), ~↵T/H = ~0 et !
T
T/H = (0, 0, 0).
Ces valeurs de consigne constituent dans l’ide´al un point d’e´quilibre stable pour
le mode`le dynamique en boucle ferme´ee. Mathe´matiquement, la line´arisation autour
de cette consigne se justifie donc naturellement.
6.3.2 Re´fe´rentiel de consigne
Il peut alors eˆtre judicieux d’e´tablir des e´quations du mouvement particulie`res
dans lesquelles seront mises en jeu des variables dynamiques relatives a` un re´fe´rentiel
dit de consigne. Dans ce re´fe´rentiel, ces variables seront nulles a` l’e´tat d’e´quilibre
stable du syste`me en boucle ferme´e. La line´arisation du proble`me sera alors tre`s
directe.
De suite, on constate que la dynamique des masses d’e´preuve est de´ja` exprime´e
dans un tel re´fe´rentiel. La boucle de re´troaction agit de sorte que les re´fe´rentiels
T , te´moins de la position et de l’orientation des masses, correspondent avec les
re´fe´rentielsH associe´s aux logements. Ce n’est pas le cas pour le satellite, pour lequel
la position et l’attitude font re´fe´rence au re´fe´rentiel inertiel J . Durant la mission, il
n’est bien suˆr pas question que le satellite garde une attitude constante suivant le
re´fe´rentiel J , essentiellement en raison des ne´cessite´s de pointage des te´lescopes.
On de´cide donc de de´finir un repe`re associe´ au satellite, tenant compte de l’at-
titude de consigne de´finie en 5.3.2. Plus pre´cise´ment, ce re´fe´rentiel de consigne, que
l’on notera (O,~ex,O,~ey,O,~ez,O) ou que l’on nommera de manie`re plus concise le re´fe´-
rentiel O, sera de´fini comme suit :
— L’origine de ce re´fe´rentiel suivra la trajectoire orbitale ide´ale du satellite de´fi-
nie a` l’e´quation 4.6. Physiquement, cela signifie que la trajectoire de l’origine
O est la meˆme que celle que le centre des masses du satellite suivrait dans
le cas d’une absence totale de forces perturbatrices exte´rieures (mouvement
purement ge´ode´sique).
— La direction des axes de ce re´fe´rentiel par rapport a` J est donne´ dans la
section 5.3.2. L’orientation de ce re´fe´rentiel correspond donc a` l’orientation
ide´ale du re´fe´rentiel B associe´ au satellite ne´cessaire au bon pointage des
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te´lescopes (ce crite`re e´tant e´galement de´fini dans la section 5.3.2).
En re´fe´rence aux sections 4.4 et 5.3.2, on de´finit le re´fe´rentiel (O1,~ex,O1 ,~ey,O1 ,~ez,O1)
par :
rJOi/J =
0@XiYi
Zi
1A (6.27)
~ex,O1 =
~O1I1
k ~O1I1k
= ˆO1I1 (6.28)
~ez,O1 =
~O1I1 ⇥ (~rO3/J   ~rO2/J)
k ~O1I1 ⇥ (~rO3/J   ~rO2/J)k
(6.29)
~ey,O1 = ~ez,O1 ⇥ ~ex,O1 (6.30)
On explicite seulement la cas du satellite 1, les autres se retrouvant par permu-
tation circulaire. De nouveau, on fait allusion a` la me´diane ~O1I1 du triangle forme´
par la constellation tel que :
~O1I1 =
1
2
(~rO3/J + ~rO2/J)  ~rO1/J (6.31)
Dans les e´quations de mouvement, on conside´rera donc des variable dynamiques
relatives a` ce re´fe´rentiel. Ainsi, on s’attend a` ce que la boucle de re´troaction tende
a` annuler la variable dynamique d’attitude du satellite, e´tant donne´ que le controˆle
d’attitude du satellite est entie`rement au service du pointage des te´lescopes.
~!B/J = ~!B/O + ~!O/J (6.32)
Concernant la position absolue du satellite, on a juste de´compose´ le mouvement
de translation du satellite en un mouvement relatif a` O et un mouvement de O
relatif a` J :
~rB/J = ~rB/O + ~rO/J (6.33)
Cette de´composition peut eˆtre commode car elle distingue la trajectoire orbitale
de ses perturbations. On note tout de meˆme que la strate´gie de controˆle ne concerne
en aucun cas la position absolue du satellite, les degre´s de liberte´ de celui-ci e´tant
comple`tement asservis sur son mouvement relatif aux masses d’e´preuve (Drag-Free)
et le controˆle d’attitude (cf section 8.5). L’argument prenant valeur pour l’attitude
ne s’applique donc pas dans le cas des translations : le re´fe´rentiel O ne constitue pas
un point d’e´quilibre pour les translations et la line´arisation autour de O n’est pas
entie`rement justifie´e dans ce cas. Malgre´ tout, ce n’est pas essentiel ici. La position
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absolue du satellite n’intervient a` aucun moment dans la dynamique des masses
d’e´preuve comme constate´ en section 6.2.1.
6.4 Les e´quations du mouvement : expression dans
le re´fe´rentiel O
6.4.1 Les translations
En de´composant la position ”absolue”du satellite comme indique´ dans l’e´quation
6.33 on obtient pour le satellite :
mB
d2
dt2
(~rB/O)O +mB
d
dt
(~!O/J)J ⇥ (~rB/O)
+mB~!O/J ⇥ (~!O/J ⇥ ~rB/O) + 2mB~!O/J ⇥ d
dt
(~rB/O)O
=
X
~fB  mB d
2
dt2
(~rO/J)J =
X
~fB   ~fgrav,O (6.34)
Dans cette dernie`re e´quation, on a explicitement interpre´te´ le termemB
d2
dt2 (~rO/J)J
comme e´quivalent a` la force gravitationnelle applique´e sur le satellite le long de
son orbite, aux perturbations exte´rieures pre`s. Ainsi, l’introduction du re´fe´rentiel O
permet une de´composition explicite des forces exte´rieures, en distinguant les forces
purement gravitationnelles, implique´es dans le mouvement purement ge´ode´sique,
des autres perturbations exte´rieures. En exprimant l’e´quation vectorielle 6.34 dans
le repe`re du re´fe´rentiel O :
mBr¨
O
B/O +mB
⇣⇥
!˙OO/J
⇤⇥
+
⇥
!OO/J
⇤⇥ ⇥
!OO/J
⇤⇥⌘
rOB/O
+ 2mB
⇥
!OO/J
⇤⇥
r˙OB/O =
X
fOB  mBTOJ r¨JO/J =
X
fOB   TOJ f Jgrav,O (6.35)
Pour la dynamique de translation des masses d’e´preuve, on de´compose simple-
ment la vitesse angulaire du satellite dans l’e´quation 6.14 d’apre`s l’e´quation 6.32,
pour introduire la vitesse angulaire du satellite par rapport au re´fe´rentiel O :
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mT
d2
dt2
(~rT/H)H
+mT
d
dt
(~!B/O)O ⇥ (~rT/H + ~rH/B) +mT (~!O/J ⇥ ~!B/O)⇥ (~rT/H + ~rH/B)
+mT
d
dt
(~!O/J)J ⇥ (~rT/H + ~rH/B)
+mT~!B/O ⇥ (~!B/O ⇥ (~rT/H + ~rH/B))
+mT~!B/O ⇥ (~!O/J ⇥ (~rT/H + ~rH/B))
+mT~!O/J ⇥ (~!B/O ⇥ (~rT/H + ~rH/B))
+mT~!O/J ⇥ (~!O/J ⇥ (~rT/H + ~rH/B))
+2mT~!B/O ⇥ d
dt
(~rT/H)H
+2mT~!O/J ⇥ d
dt
(~rT/H)H
=
X
~fT   mT
mB
X
~fB (6.36)
En utilisant l’identite´ de Jacobi, on remarque que :
mT~!O/J ⇥ (~!B/O ⇥ (~rT/H + ~rH/B))
= mT~!B/O ⇥ (~!O/J ⇥ (~rT/H + ~rH/B))
+mT (~!O/J ⇥ ~!B/O)⇥ (~rT/H + ~rH/B) (6.37)
L’e´quation 6.36 se simplifie donc :
mT
d2
dt2
(~rT/H)H
+mT
d
dt
(~!B/O)O ⇥ (~rT/H + ~rH/B)
+mT
d
dt
(~!O/J)J ⇥ (~rT/H + ~rH/B)
+mT~!B/O ⇥ (~!B/O ⇥ (~rT/H + ~rH/B))
+2mT~!O/J ⇥ (~!B/O ⇥ (~rT/H + ~rH/B))
+mT~!O/J ⇥ (~!O/J ⇥ (~rT/H + ~rH/B))
+2mT~!B/O ⇥ d
dt
(~rT/H)H
+2mT~!O/J ⇥ d
dt
(~rT/H)H
=
X
~fT   mT
mB
X
~fB (6.38)
77
En exprimant cette relation vectorielle dans la base du re´fe´rentiel H :
mT r¨
H
T/H  mT
⇥
rHT/H + r
H
H/B
⇤⇥
THB !˙
B
B/O  mT
 ⇥
THB !
B
B/O
⇤⇥ ⇥
rHT/H + r
H
H/B
⇤⇥
+ 2
⇥
THB T
B
O !
O
O/J
⇤⇥ ⇥
rHT/H + r
H
H/B
⇤⇥!
THB !
B
B/O + 2mT
⇥
THB !
B
B/O
⇤⇥
r˙HT/H
=
X
fHT  
mT
mB
X
fHB
 mT
 ⇥
THB T
B
O !˙
O
O/J
⇤⇥
+
⇥
THB T
B
O !
O
O/J
⇤⇥ ⇥
THB T
B
O !
O
O/J
⇤⇥! 
rHT/H + r
H
H/B
 
  2mT
⇥
THB T
B
O !
O
O/J
⇤⇥
r˙HT/H (6.39)
Dans cette dernie`re e´quation, on a re´arrange´ les di↵e´rents termes en pre´vision
de la line´arisation. Les termes ont e´te´ distribue´s dans les membres de gauche ou de
droite en fonction de leur degre´ de de´pendance en les variables dynamiques. On a
e´galement permute´ certaines quantite´s implique´es dans les produits vectoriels par la
proprie´te´ d’anticommutation. Ces manipulations prendront sens lors de l’expression
matricielle de la dynamique au chapitre suivant.
6.4.2 Les rotations
On proce`de de la meˆme manie`re pour les rotations. Pour le cas du satellite on fait
apparaˆıtre la vitesse angulaire ~!B/O dans la dynamique en utilisant la de´composition
vectorielle de l’e´quation 6.32 :
IB
d
dt
(~!B/O)O + IB~!O/J ⇥ ~!B/O + IB
d
dt
(~!O/J)J
+ (~!B/O + ~!O/J)⇥ (IB (~!B/O + ~!O/J))
=
X
~tB (6.40)
On exprime ensuite l’e´quation 6.40 dans la base du re´fe´rentiel O, ce qui conduit
a` :
IB!˙
B
B/O +
⇣⇥
!BB/O
⇤⇥
+
⇥
TBO !
O
O/J
⇤⇥⌘
IB!
B
B/O
+
⇣
IB
⇥
TBO !
O
O/J
⇤⇥   ⇥IBTBO !OO/J⇤⇥⌘!BB/O
=
X
~tB   IBTBO !˙OO/J  
⇥
TBO !
O
O/J
⇤⇥
IBT
B
O !
O
O/J (6.41)
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La meˆme de´marche est entreprise pour e´tablir la dynamique angulaire de la
masse d’e´preuve, qui s’e´crit apre`s expression dans la base du re´fe´rentiel T de cette
dernie`re :
ITT !˙
T
T/H + I
T
T T
T
B !˙
B
B/O + I
T
T
⇥
T TO!
O
O/J
⇤⇥
T TB!
B
B/O
+ ITT
⇣⇥
T TB!
B
B/O
⇤⇥
+
⇥
T TO!
O
O/J
⇤⇥⌘
!TT/H
=
X
tTT   ITT T TO !˙OO/J (6.42)
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Chapitre 7
Mode`le en repre´sentation d’e´tat
Dans le domaine de l’automatique, une repre´sentation particulie`rement commode
d’un syste`me dynamique est la repre´sentation dans l’espace des e´tats. Dans une telle
repre´sentation, les variables dynamiques sont collectionne´es dans un vecteur, appele´
vecteur d’e´tat, et les e´quations re´gissant la dynamique du syste`me s’e´crivent comme
une e´quation matricielle engageant ce vecteur. Toutes les proprie´te´s du proble`me
dynamique sont alors contenues dans un ensemble de matrices, donnant ainsi acce`s
a` l’arsenal de l’analyse matricielle pour son analyse, sa re´solution et son controˆle.
On note aussi que cette repre´sentation posse`de des proprie´te´s d’autant plus remar-
quables lorsque la dynamique e´tudie´e est line´aire et stationnaire. Par ailleurs, la
repre´sentation d’e´tat permet aussi une mode´lisation simplifie´e des syste`mes de me-
sure, auxquels est e´galement associe´ un ensemble de matrices de´crivant notamment
ses imperfections.
Dans ce chapitre, on construira une mode´lisation en repre´sentation d’e´tat de la
dynamique de´finie dans la section pre´ce´dente. On proce`dera ensuite a` la line´arisation
de cette dynamique, travail nettement engage´ par l’introduction du re´fe´rentiel de
consigne O, pour finalement se retrouver avec une repre´sentation matricielle de la
dynamique inde´pendante des variables d’e´tat et du temps.
7.1 La repre´sentation d’e´tat
7.1.1 Equation d’e´tat
L’e´tat dynamique du syste`me Satellite-Masses d’e´preuve est comple`tement de´fini
par un ensemble de variables Xi, dites variables d’e´tat, collecte´es dans un vecteur
d’e´tat ~X. Ces variables d’e´tat rassemblent donc a` la fois les positions, orientations,
vitesses et taux de rotation de chaque corps du syste`me :
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~X =
h
rOB/O ↵B/O r˙
O
B/O !
B
B/O
rH1T1/H1 ↵T1/H1 r
H2
T2/H2 ↵T2/H2
r˙H1T1/H1 !
T1
T1/H1 r˙
H2
T2/H2 !
T2
T2/H2
iT (7.1)
Le vecteur ~X(t) donne donc une repre´sentation de l’e´tat dynamique instantane´
du syste`me. A l’aide cette repre´sentation, les e´quations du mouvement du chapitre
pre´ce´dent peuvent s’e´crire comme :
M
⇣
t, ~X(t)
⌘
~˙X(t) = A
⇣
t, ~X(t)
⌘
~X(t) + B
⇣
t, ~X(t)
⌘
~u(t) (7.2)
ou` M est appele´ matrice de masse, A matrice d’e´tat et B matrice d’entre´e.
Ces matrices incarnent la mode´lisation des proprie´te´s dynamiques du syste`me. Elles
peuvent e´ventuellement de´pendre de l’e´tat dynamique du syste`me ~X et du temps,
traduisant respectivement une non-line´arite´ et une non-stationnarite´ de la dyna-
mique. Graˆce a` cette repre´sentation, on est passe´ d’un syste`me de 18 e´quations
di↵e´rentielles du second ordre, a` un syste`me de 36 e´quations du premier ordre.
L’e´quation 7.2 est dite implicite, car elle fait intervenir une matrice de masse
qui s’applique a` la de´rive´e du vecteur d’e´tat. Ainsi une repre´sentation explicite est
donne´e par :
~˙X(t) =M 1A ~X(t) +M 1B~u(t) = A⇤ ~X(t) + B⇤~u(t) (7.3)
ou` l’on introduit les matrices d’e´tat A⇤ et d’entre´e B⇤ de l’e´quation explicite.
Le vecteur ~u(t) correspond aux entre´es du syste`me dynamique. Ici, il rassemble
les forces et couples applique´s aux 3 corps du syste`me :
~u = [f, t]T (7.4)
On distingue trois vecteurs d’entre´e di↵e´rents :
— Les forces et couples ~uSC applique´s au satellite seulement
BSC~uSC =
⇥
0 0 fOB t
B
B 0 0 0 0 0 0 0 0
⇤
(7.5)
— Le vecteur ~uTM s’exerce uniquement sur les masses d’e´preuve
BTM~uTM =
⇥
0 0 0 0 0 0 0 0 fH1T1 t
T1
T1 f
H2
T2 t
T2
T2
⇤
(7.6)
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— Les forces et couples ~uTM SC qui s’appliquent aux masses d’e´preuve avec recul
du satellite. Il s’agit donc d’une interaction entre le satellite et les masses
d’e´preuve.
BTM SC~uTM SC =
⇥
0 0  TOH1fH1T1   TOH2fH1T1  TBT1tT1T1   TBT2tT2T2
0 0 0 0
fH1T1 t
T1
T1 f
H2
T2 t
T2
T2
⇤
(7.7)
On remarque que les matrices B sont essentiellement sollicite´es pour la distri-
bution des forces et couples du vecteur entre´e ~u = [~uSC, ~uTM , ~uTM SC]
T suivant les
coordonne´es dynamiques correspondantes et l’application de matrices de rotation
pour leur expression dans les repe`res approprie´s.
7.1.2 Matrices de la dynamique
A partir des e´quations de mouvement dans le re´fe´rentiel de consigne O construites
dans la section 6.4, on peut identifier les matrices M , A et B.
— La matrice de masse contient l’essentiel des proprie´te´s dynamiques du sys-
te`me :
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M =
13 0 0 0
0 B(x2) 0 0
2mB
⇥
!OO/J
⇤⇥
0 mB13 0
0
⇣⇥
!BB/O
⇤⇥
IB +
⇥
TBO !
O
O/J
⇤⇥
IB + IB
⇥
TBO !
O
O/J
⇤⇥   ⇥IBTBO !OO/J⇤⇥⌘B(x2) 0 IB
0 0 0 0
0 0 0 0
0  mT
 ⇥
THB !
B
B/O
⇤⇥ ⇥
rHT/H + r
H
H/B
⇤⇥
+ 2
⇥
THB T
B
O !
O
O/J
⇤⇥ ⇥
rHT/H + r
H
H/B
⇤⇥!
THB 0  mT
⇥
rHT/H + r
H
H/B
⇤⇥
THB
0 ITT
⇥
T TO!
O
O/J
⇤⇥
T TBB(x2) 0 I
T
T T
T
B
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
13 0 0 0
0 B(x6) 0 0
2mT
⇥
THB !
B
B/O
⇤⇥
0 mT13 0
0 ITT
⇣⇥
T TB!
B
B/O
⇤⇥
+
⇥
T TO!
O
O/J
⇤⇥⌘
B(x6) 0 ITT
(7.8)
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— La matrice d’e´tat e´tablit essentiellement les relations di↵e´rentielles entre po-
sitions et vitesses :
A =
2666666666664
0 0 13 0 0 0 0 0
0 0 0 13 0 0 0 0
 mB
⇣⇥
!˙OO/J
⇤⇥
+
⇥
!OO/J
⇤⇥ ⇥
!OO/J
⇤⇥⌘
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 13 0
0 0 0 0 0 0 0 13
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
3777777777775
(7.9)
— Les matrices d’entre´e B servent a` distribuer les forces et couples en entre´e
suivant les variables dynamiques et a` les exprimer dans la base de vecteurs
approprie´e.
BSC =
266666666664
0 0
0 0
13 0
0 TBO
0 0
0 0
0 0
0 0
377777777775
BTM =
266666666664
0 0
0 0
0 0
0 0
0 0
0 0
13 0
0 TH1T1
377777777775
BTM SC =
266666666664
0 0
0 0
 TH1O 0
0  T T1B
0 0
0 0
13 0
0 TH1T1
377777777775
(7.10)
Selon leur nature, les forces et les couples exte´rieurs seront naturellement
exprime´s dans une certaine base. Les matrices B sont construites de manie`re
a` ce que les actuations commande´es par le controˆleur soient exprime´es dans
une base conforme aux e´quations du mouvement. Il en re´sulte que tous les
autres forces et couples agissant sur le syste`me devront eˆtre exprime´s dans
une base bien de´termine´e, par anticipation de l’application de la matrice B.
7.1.3 Equation de sortie
A l’aide de la repre´sentation d’e´tat, on mode´lise e´galement les syste`mes de mesure
des variables dynamiques. Dans une repre´sentation line´aire, on peut construire d’une
part une observable a` partir d’une combinaison line´aire des variables dynamiques ~X.
Cette combinaison est assure´e par une matrice note´e C. D’autre part, cette e´quation
autorise l’introduction d’e´ventuelles imperfections ge´ome´triques, appele´es diaphonie,
qui de´crit les phe´nome`nes de ”fuite” d’un degre´ de liberte´ du syste`me vers la mesure
d’un second. La matrice D contient ces termes de diaphonie.
Y (t) = C ~X(t) +D~u(t) (7.11)
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Dans la simulation, chaque syste`me de mesure sera de´crit a` l’aide d’un mode`le
dynamique distinct, auquel sera d’ailleurs associe´e sa propre e´quation d’e´tat, per-
mettant alors la mode´lisation de la re´ponse temporelle du syste`me de mesure (de´lai,
constante de temps). Ainsi, pour les e´quations de mouvement, il ne sera pas de´fini
d’e´quation de mesure. Les matrices C et D correspondantes s’e´crivent alors simple-
ment :
CEOM =
240 0 13 0 0 0 0 00 0 0 0 13 0 0 0
0 0 0 0 0 13 0 0
35 DEOM = 0 (7.12)
7.2 Syste`me line´aire et stationnaire
7.2.1 Re´solution matricielle
On se concentre sur le cas particulier tre`s important des syste`mes dynamiques
line´aires et stationnaires. De tels syste`mes posse`dent une repre´sentation d’e´tat par-
ticulie`rement commode, les di↵e´rentes matrices implique´es e´tant inde´pendantes du
vecteur d’e´tat et du temps en ge´ne´ral.
M ~˙X(t) = A ~X(t) + B~u(t) (7.13)
Une solution ge´ne´rale analytique de ce type de syste`me est ainsi donne´e par :
~X(t+ dt) = eA
⇤dt ~X(t) +
Z t+dt
t
eA
⇤(t+dt ⌧)B⇤~u(⌧)d⌧ (7.14)
En supposant que le vecteur d’entre´e ~u est quasiment constant entre les instants
t et t+ dt, il vient finalement :
~X(t+ dt) = eA
⇤dt ~X(t) + A⇤ 1
 
eA
⇤dt   1 B⇤~u(t) (7.15)
On s’aperc¸oit alors que re´soudre le syste`me revient a` manipuler les matrices A
et B, au travers de l’exponentiation et de l’inversion matricielle notamment (ce qui
est bien suˆr rendu d’autant plus aise´ lorsque les matrices sont bien conditionne´es).
De meˆme, e´tudier les proprie´te´s du syste`me dynamique, comme sa commanda-
bilite´ ou son observabilite´, se pratique e´galement par ope´ration matricielle. Ainsi,
pour des taˆches d’architecture de boucle de controˆle par exemple, il est fortement
recommande´ de se placer, lorsque cela est justifie´ mathe´matiquement, dans le cadre
d’un syste`me dynamique line´aire et stationnaire. Pour cette classe particulie`re de
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dynamique, il existe une vaste litte´rature et de nombreuses techniques d’analyse et
de design.
7.2.2 Principe de superposition
Il s’ajoute a` cela une autre proprie´te´ essentielle de cette classe de dynamique :
le principe de superposition. Ce principe s’applique a` tout syste`me line´aire d’e´qua-
tions di↵e´rentielles. Il signifie que la re´ponse totale du syste`me a` une perturbation
exte´rieure (dans le cas des e´quations du mouvement, les forces et les couples) qui se
construit comme la somme de plusieurs perturbations secondaires simultane´es cor-
respond simplement a` la somme des re´ponses individuelles du syste`me aux signaux
secondaires [32].
On illustre ce principe en remarquant que dans le cas d’une dynamique line´aire,
la re´ponse d’un syste`me peut eˆtre repre´sente´e par une fonction de transfert :
Y (s) = G(s)u(s) (7.16)
ou` l’on introduit les transforme´es de Laplace des vecteurs d’entre´e et de sortie. La
variable s est une ge´ne´ralisation dans le corps des nombres complexes de la fre´quence
de Fourier. De manie`re sche´matique, la partie re´elle de la variable de Laplace s ajoute
la notion de temps de transition a` la fre´quence de Fourier, informant quant a` elle
seulement du caracte`re pe´riodique d’un signal.
Pour les syste`mes dynamiques line´aires, il existe une correspondance univoque
entre une repre´sentation d’e´tat et la fonction de transfert du syste`me 1 [32] :
G(s) = C (s1  A) 1B +D (7.17)
ou` G(s) est e´ventuellement la matrice de fonctions de transfert d’un syste`me
Multiple-Input Multiple-Output system (MIMO) line´aire et stationnaire et en consi-
de´rant que le vecteur d’e´tat est nul a` l’instant initial. Pour un syste`meMIMO consti-
tue´ de n entre´es ui et m sorties Yj, on de´finit m⇥n fonctions de transfert collecte´es
dans la matrice G(s) :
G(s) =
2666664
G11(s) . . . G1i(s) . . . G1n(s)
... . . .
... . . .
...
Gj1(s) . . . Gji(s) . . . Gjn(s)
... . . .
... . . .
...
Gm1(s) . . . Gmi(s) . . . Gmn(s)
3777775 (7.18)
1. L’inverse n’est pas vrai, car il existe une infinite´ de repre´sentations d’e´tat possibles pour un
meˆme syste`me.
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Le principe de superposition s’e´nonce alors comme :
Yj =
nX
i=1
Gjiui (7.19)
Dans la suite, cette proprie´te´ fondamentale permettra, en outre, l’analyse de
l’influence des bruits et imperfections de chaque sous-syste`me sur l’acce´le´ration re´-
siduelle finale des masses d’e´preuve.
7.3 Line´arisation de la dynamique
7.3.1 Dynamique au premier ordre
De manie`re tre`s ge´ne´rale, l’e´quation d’e´tat d’un syste`me non-line´aire, comme
celle de l’e´quation 7.3, se pre´sente dans le cadre de la repre´sentation d’e´tat sous la
forme suivante :
~˙X(t) = f
⇣
~X(t), ~u(t)
⌘
(7.20)
ou` la fonction f : Rn ⇥ Rm ! Rn caracte´risant la dynamique du syste`me de´pend
de son e´tat instantane´ ~X(t) de dimension n et du vecteur d’entre´e ~u(t) de dimension
m. Le point ~Xe est appele´ point d’e´quilibre du syste`me si pour un vecteur d’entre´e
spe´cifique ~ue, appele´ entre´e d’e´quilibre, la fonction f e´value´e en ce point s’annule :
f
⇣
~Xe, ~ue
⌘
= ~0 (7.21)
Par conse´quent, si l’e´tat initial du syste`me est tel que ~X(t = 0) = ~Xe et que
ce syste`me est soumis a` l’entre´e ~u(t) = ~ue a` chaque instant t, alors l’e´tat du sys-
te`me se maintient a` ~X(t) = ~Xe pour tout t   0. C’est pourquoi l’on parle d’e´tat
d’e´quilibre. En analysant le signe 2 de la de´rive´e partielle @f
@ ~X
| ~Xe,~ue de la fonction f
e´value´e en ( ~Xe, ~ue), on e´tudie la stabilite´ du point d’e´quilibre ~Xe. L’objectif de la
boucle d’asservissement du syste`me est justement de stabiliser la dynamique. Ces
valeurs propres 3 pour le syste`me dynamique soumis a` la loi de controˆle devront
eˆtre ne´gatives, signifiant que tout e´cart a` la position d’e´quilibre suscitera des forces
attractives qui tendent a` ramener l’e´tat du syste`me ~X au point d’e´quilibre ~Xe.
La line´arisation de la dynamique s’e↵ectue alors par changement de variable, en
de´crivant l’e´tat du syste`me par le vecteur ~ X = ~X   ~Xe, traduisant l’e´cart entre
2. Plus pre´cise´ment, on analyse le signe de la partie re´elle des valeurs propres de la matrice.
3. On parle en ge´ne´ral de poˆles re´els quand l’on se place dans le domaine fre´quentiel.
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l’e´tat du syste`me ~X et le point d’e´quilibre ~Xe. On introduit de la meˆme manie`re de
nouvelles variables d’entre´e ~ u = ~u  ~ue. En supposant que l’on soit au voisinage de
l’e´quilibre a` l’instant initial, la stabilite´ du syste`me permet d’a rmer que les nou-
velles variables se maintiendront proches de ze´ro, justifiant ainsi un de´veloppement
de Taylor de la dynamique f au premier ordre. L’e´quation d’e´tat non-line´aire en
7.20 s’e´crit maintenant :
~˙ X(t) = f
⇣
~Xe + ~ X(t), ~ue + ~ u(t)
⌘
(7.22)
On pratique alors autour du point d’e´quilibre ( ~Xe, ~ue) la line´arisation Jacobienne
[13] du syste`me non-line´aire a` l’e´quation 7.22 qui aboutit a` :
~˙ X(t) = A⇤0 ~ X(t) + B
⇤
0
~ u(t) (7.23)
en introduisant les matrices d’e´tat A⇤0 et d’entre´e B
⇤
0 , cette fois-ci inde´pendantes
de l’e´tat du syste`me, telles que :
A⇤0 =
@f
@ ~X
     
~Xe,~ue
B⇤0 =
@f
@~u
     
~Xe,~ue
(7.24)
Dans le cas particulier auquel on s’inte´resse, on rappelle que la loi de controˆle a
pour consigne de centrer les masses et de les orienter correctement dans leur compar-
timent. Ce qui signifie que les re´fe´rentiels T associe´s aux masses d’e´preuve doivent se
confondre avec les re´fe´rentiels H lie´s aux compartiments. Parce que les variables dy-
namiques des masses d’e´preuve ont e´te´ de´finies par rapport au re´fe´rentiel H, l’e´tat
d’e´quilibre est atteint pour les masses d’e´preuve lorsque [rHT/H,↵T/H, r˙
H
T/H,!
T
T/H] =
[0, 0, 0, 0]. De meˆme, pour l’attitude du satellite, depuis l’introduction du re´fe´rentiel
O en section 6.3, l’e´quilibre est obtenu quand [↵B/O,!BB/O] = [0, 0]. Cela signifie dans
ce cas que le point d’e´quilibre du syste`me asservi est alors simplement ~Xe = ~0.
Cependant, concernant la de´finition de l’entre´e d’e´quilibre, on rencontre une dif-
ficulte´. En e↵et, pour le syste`me a` e´quilibre a` l’instant initial, les forces et couples
ne´cessaires ~ue(t) pour maintenir le syste`me a` l’e´quilibre, a` tout instant t   0, e´voluent
dans le temps. On peut le remarquer en re´alisant par exemple que pour poursuivre
l’attitude du re´fe´rentiel O, le satellite doit contrer des forces d’inertie, phe´nome`ne
que l’on appelle la raideur gyroscopique du solide, et ces dernie`res e´voluent tout au
long de la trajectoire orbitale. On peut montrer qu’en pre´sence de ce type d’insta-
tionnarite´, on peut line´ariser la dynamique en introduisant les matrices de´pendantes
du temps :
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A⇤0(t) =
@f
@ ~X
     
~Xe,~ue(t)
B⇤0 (t) =
@f
@~u
     
~Xe,~ue(t)
(7.25)
On parle alors de line´arisation autour de la trajectoire
h
~Xe, ~ue(t)
i
[30]. Dans ce
cadre, le syste`me dynamique de l’e´quation 7.3 est line´arise´ autour de ( ~Xe = ~0, ~ue(t))
et prend la forme suivante :
~˙X(t) = A⇤0(t) ~X(t) + B
⇤
0 (t) (~u(t)  ~ue(t)) (7.26)
Les nouvelles matrices d’e´tat A⇤0 et d’entre´e B
⇤
0 sont donne´es a` partir des e´qua-
tions 7.3 et 7.25 par :
A⇤0(t) = A
⇤(t,~0) B⇤0 = B
⇤(t,~0) (7.27)
7.3.2 Syste`me stationnaire
L’e´quation d’e´tat en 7.26 traduit un syste`me line´aire et instationnaire. La pro-
prie´te´ d’instationnarite´ de la dynamique est supporte´e par les forces d’inertie intro-
duites par le caracte`re non-inertiel des re´fe´rentiels utilise´s pour la mise en place des
e´quations du mouvement. Lors de la construction de ces e´quations, on a pris soin de
de´composer ces forces apparentes en deux cate´gories :
— Les forces d’inertie qui ne de´pendent pas des variables d’e´tat ~X du syste`me.
Elles s’interpre`tent comme les forces d’inertie que ressentirait le corps e´tudie´
s’il de´crivait parfaitement sa trajectoire ou son attitude de consigne.
— Les forces d’inertie qui se construisent comme un terme quadratique impli-
quant la trajectoire ou l’attitude de consigne et une des variables d’e´tat. Elles
repre´sentent un terme de correction pour tenir compte du fait que le corps, en
re´alite´, ne peut pas suivre parfaitement son re´gime de consigne et les forces
d’inertie re´ellement ressenties di↵e`rent tre`s le´ge`rement des forces pre´ce´dentes.
La de´pendance temporelle des matrices A⇤0(t) et B
⇤
0 (t) provient exclusivement
du couplage entre les forces d’inertie et les variables d’e´tat, mentionne´ dans cette
dernie`re cate´gorie. Le souhait d’obtenir un mode`le stationnaire nous contraint de
ne´gliger cette cate´gorie de forces, qui impliquent ne´anmoins des termes quadratiques
du second ordre. En re´alisant cette approximation, l’e´quation d’e´tat en ?? devient
finalement :
~˙X(t) = A⇤0 ~X(t) + B
⇤
0 (~u(t)  ~ue(t)) (7.28)
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avec :
A⇤0 = A
⇤(0,~0) B⇤0 = B
⇤(0,~0) (7.29)
On se rend compte alors que la transition entre le syste`me non-line´aire et insta-
tionnaire de l’e´quation 7.3 et le syste`me line´aire et stationnaire de l’e´quation 7.28
s’ope`re simplement en conside´rant les matrices A⇤0(t, ~X(t)) et B
⇤
0 (t, ~X(t)) constantes
et e´value´es a` l’instant initial et a` l’e´tat nominal. L’e↵ort re´alise´ lors de la mise en
place des e´quations du mouvement afin d’obtenir un vecteur d’e´tat nominal nul,
en introduisant notamment le re´fe´rentiel de consigne O, apparaˆıt re´compense´ ici,
en permettant de basculer simplement entre un mode`le dynamique ge´ne´ral et un
syste`me simplifie´, line´aire et stationnaire.
7.4 Forces et couple gravitationnelles
La proce´dure de line´arisation concerne e´galement certaines entre´es qui de´pendent
explicitement de l’e´tat dynamique du syste`me. C’est le cas des forces d’inertie, de´ja`
traite´ naturellement dans la section pre´ce´dente, que l’on e´value a` l’e´tat de consigne
du syste`me. La meˆme strate´gie est applique´e pour les forces et couples gravitationnels
s’exerc¸ant sur les trois corps.
7.4.1 Force de de´rive gravitationnelle
Dans l’e´quation 6.34, on a de´compose´ la dynamique du satellite en ne conside´rant
que les forces non-gravitationnelles, note´es par la suite ~fdist,B, lui e´tant applique´es :
X
~fdist,B =
X
~fB   ~fgrav,O (7.30)
On peut introduire cette de´composition des forces applique´es au satellite dans
le membre de droite de l’e´quation 6.14 donnant la dynamique translationnelle de la
masse d’e´preuve :
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X
~fT   mT
mB
X
~fB
=
X
~fT   mT
mB
⇣X
~fdist,B + ~fgrav,O
⌘
=
X
~fdist,T + ~fgrav,T   mT
mB
⇣X
~fdist,B + ~fgrav,O
⌘
=
X
~fdist,T   mT
mB
X
~fdist,B +mT (~agrav,T   ~agrav,O)
=
X
~fdist,T   mT
mB
X
~fdist,B +   ~fgrav,T/O (7.31)
ou` l’on introduit la quantite´   ~fgrav,T/O qui correspond physiquement a` la force
d’origine gravitationnelle applique´e sur la masse d’e´preuve apparente dans le re´fe´-
rentiel du satellite. Cette force est a` l’origine de la de´rive gravitationnelle de la masse
d’e´preuve par rapport au satellite e´voque´e dans la section 5.4.
La force de de´rive gravitationnelle   ~fgrav,T/O est de´termine´e a` partir du de´velop-
pement limite´ de la force gravitationnelle exerce´e sur O, en conside´rant que cette
dernie`re est tre`s proche de la force vue par la masse d’e´preuve. Ainsi, on trouve au
premier ordre :
  ~fgrav,T/O =
mT
mB
h
~r
⇣
~fgrav,O · ~ex,J
⌘
· ~rT/O
i
~ex,J
+
mT
mB
h
~r
⇣
~fgrav,O · ~ey,J
⌘
· ~rT/O
i
~ey,J
+
mT
mB
h
~r
⇣
~fgrav,O · ~ez,J
⌘
· ~rT/O
i
~ez,J (7.32)
avec ~rT/O = ~rT/B + ~rB/O. Afin d’e´liminer la de´pendance explicite de cette force
aux variables d’e´tat, on est amene´ a` faire l’approximation que le satellite et la masse
d’e´preuve co¨ıncident en permanence avec leur re´gime de consigne, c’est-a`-dire que
~rB/O ⇡ ~0 et ~rT/B ⇡ ~rH/B, ce qui donne :
  ~fgrav,T/B =
GM mT
R3
✓
3X2
R2
  1
◆
 X +
3XY
R2
 Y +
3XZ
R2
 Z
 
~ex,J
+
GM mT
R3

3Y X
R2
 X +
✓
3Y 2
R2
  1
◆
 Y +
3Y Z
R2
 Z
 
~ey,J
+
GM mT
R3

3ZX
R2
 X +
3ZY
R2
 Y +
✓
3Z2
R2
  1
◆
 Z
 
~ez,J (7.33)
avec rJB/J ⇡ rJO/J = (X, Y, Z), k~rO/Jk = R et rJT/O ⇡ rJH/B = ( X,  Y,  Z). Cette
force s’interpre`te alors comme la force de mare´e exerce´e entre le satellite poursuivant
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une trajectoire ke´plerienne non-perturbe´e (le centre des masses du satellite B est
confondu avec le point O) et une masse d’e´preuve parfaitement positionne´e dans son
compartiment (le centre de la masse T confondu avec le centre du compartiment H).
7.4.2 Couple gravitationnel
Un corp solide plonge´ dans un champ gravitationnel est en ge´ne´ral 4 soumis a` un
couple gravitationnel, du fait du gradient de champ observe´ sur tout son volume.
Le couple gravitationnel subi par un solide de moment d’inertie I dans le champ
gravitationnel solaire est donne´ par la relation vectorielle suivante [38] :
~tgrav =
3GM 
R3
~er ⇥ (I~er) (7.34)
ou` ~R = R~er est le vecteur de norme R reliant le centre du Soleil au centre des
masses du solide. Au meˆme titre que la force de de´rive gravitationnelle, ce couple
est e´value´ a` la position de consigne des corps expose´s, pour e´liminer la de´pendance
a` l’e´tat dynamique du syste`me. Pour le satellite le couple utilise´ est donne´ par :
tBgrav,B ⇡ tOgrav,O = TOJ

3GM 
k~rO/Jk3
[eJr ]
⇥ (T JOI
B
BT
O
J ) e
J
r
 
(7.35)
En ce qui concerne les masses d’e´preuve, le couple gravitationnel s’e´crit de ma-
nie`re similaire :
tTgrav,T = T
T
J

3GM 
k~rO/Jk3
[eJr ]
⇥ (T JT I
T
T T
T
J ) e
J
r
 
(7.36)
Or, comme e´voque´ dans la section 6.1.1, le tenseur d’inertie ITT des masses
d’e´preuve exprime´ dans la base de leur re´fe´rentiel respectif T est un multiple de
la matrice identite´, ce qui entraˆıne l’annulation de l’expression du couple a` l’e´qua-
tion 7.34 :
tTgrav,T =
2400
0
35 (7.37)
4. Cela de´pend du degre´ de syme´trie du solide en question. Pour un tenseur d’inertie I parti-
culier, comme celui d’une sphe`re qui est un multiple de la matrice identite´ dans n’importe quel
syste`me d’axe, le couple gravitationnel disparaˆıt.
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Troisie`me partie
Simulateur
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Dans la partie pre´ce´dente, on a construit un mode`le line´aire de la dynamique
des satellites de LISA a` l’aide de la repre´sentation d’e´tat. Ce mode`le dynamique
renseigne de la re´ponse du syste`me ”Satellite-Masses d’e´preuve” a` toutes perturba-
tions externes ou commande´es. Il est inscrit dans une boucle de re´troaction qui, a`
partir de mesures imparfaites des variables dynamiques, commandent les actuations
ne´cessaires pour rendre ces variables nominales. On rappelle que les valeurs nomi-
nales correspondent a` des masses d’e´preuve centre´es et correctement oriente´es dans
leur logement, et une orientation des satellites optimisant le pointage des te´lescopes.
Afin d’assurer cet objectif, le syste`me de controˆle se trouvera alors contraint d’agir
me´caniquement sur les masses d’e´preuve, soit intentionnellement, par commande di-
recte via le syste`me d’actuation e´lectrostatique soit accidentellement, au travers des
imperfections du syste`me (raideurs, diaphonie).
Un objectif essentiel de ce simulateur est alors d’estimer l’acce´le´ration subie par
les masses d’e´preuve et implique´e par le syste`me en boucle ferme´e. Cette acce´le´ration
re´siduelle, bien qu’incontournable, est inde´sirable car elle imite, par principe d’e´qui-
valence, les e↵ets d’une onde gravitationnelle sur la re´ponse d’un bras de LISA. Ainsi,
par l’interme´diaire de ce simulateur, on de´sire estimer l’amplitude et le comporte-
ment fre´quentiel de cette acce´le´ration re´siduelle a↵ectant nettement la sensibilite´
de LISA a` basse fre´quence. En particulier, profitant du principe de superposition
rendu permis par la line´arite´ du syste`me, on e´tudiera les contributions de chaque
sous-syste`me sur ce bruit d’acce´le´ration. Cet analyse constitue un remarquable outil
de compre´hension du syste`me et des interactions de ses constituants, de leur bruit
et de leurs imperfections dans la boucle d’asservissement.
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Chapitre 8
Le simulateur LISA
8.1 Diagramme en bloc
Une vue d’ensemble commode du syste`me en boucle ferme´e est donne´e par le
diagramme en bloc en figure 8.1. Sur cette figure est repre´sente´ chaque sous-syste`me
du simulateur. Le sous-syste`me ”Dynamique du syste`me” correspond aux e´quations
du mouvement de´gage´es dans la partie pre´ce´dente.
On pre´sente brie`vement l’enchaˆınement des sous-syste`mes du simulateur :
— Les variables dynamiques en sortie du bloc ”Dynamique du syste`me” sont me-
sure´es par le sous-ensemble ”Mesure”. Ce dernier de´crit d’une part la manie`re
dont on construit les observables a` partir des variables dynamiques, et d’autre
part les imperfections de mesure comme les e´ventuels de´lais ou la diaphonie.
— A ce vecteur d’observable est ajoute´ un bruit de mesure, dont l’amplitude
et les caracte´ristiques fre´quentielles sont de´termine´es par le bloc ”Mode`les de
bruit de mesure”.
— Ce vecteur de mesure bruite´e est ensuite soustrait a` un signal de consigne
(nul dans notre cas, cf. section 7.3) pour produire le signal d’erreur.
— Un syste`me de controˆleurs, appele´ Drag-Free and Attitude Control System
(DFACS ), se nourrit alors du signal d’erreur afin de commander les forces
ade´quates ne´cessaires a` son annulation et ainsi stabiliser le syste`me dyna-
mique initialement instable.
— Cette commande parvient alors au bloc ”Actuation” qui en de´duit les forces
re´ellement applique´es par les actuateurs, en tenant compte de l’e↵et des ca-
racte´ristiques et imperfections mode´lise´es (gain, de´lai, diaphonie).
— De meˆme que pour la mesure, un bruit d’actuation, dont les proprie´te´s sont
introduites par le bloc ”Mode`les de bruit d’actuation”, est ajoute´ aux actua-
tions de´livre´es.
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Figure 8.1 – Diagramme en bloc du syste`me en boucle ferme´e. Chaque bloc correspond a` un
mode`le en repre´sentation d’e´tat line´aire et stationnaire. La connexion des entre´es et des sorties
de chaque bloc ge´ne`re un mode`le en boucle ferme´e global e´galement de´crit par une repre´sentation
d’e´tat line´aire et stationnaire.
— Enfin ces forces d’actuation, e´ventuellement accompagne´es de perturbations
externes au syste`me, sont exerce´es sur le satellite et les masses d’e´preuve,
a↵ectant les variables dynamiques du syste`me.
Les blocs sont constitue´s de sous-cate´gories ou` l’on distingue les di↵e´rents sys-
te`mes de mesure et d’actuation sollicite´s pour chaque variable dynamique a` controˆler.
Dans les sections suivantes, on passe en revue l’ensemble des blocs, en explicitant
notamment les sous-syste`mes de mesure et d’actuation utilise´s pour le traitement
de chaque voie d’entre´e de nature di↵e´rente. Les di↵e´rents mode`les sont construits a`
partir d’informations tire´es a` la fois du simulateur LPF [35] [3], en particulier pour
les matrices de diaphonie, et de documents techniques de l’industriel Airbus Defence
& Space [17] [16] [18] concernant spe´cifiquement l’expe´rience LISA, notamment pour
les mode`les de bruit des senseurs et actuateurs.
On note par ailleurs qu’au travers de ces mode`les, l’industriel fournit en re´alite´
des niveaux de spe´cification. Ainsi, il estime pour chaque senseur et actuateur une
limite supe´rieure pour les niveaux de bruit ne´cessaires a` la re´alisation des objectifs en
terme de bruit d’acce´le´ration, c’est-a`-dire un niveau de 3.10 15ms 2Hz 1/2 a` 1mHz.
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8.2 Syste`me de mesure
Dans LISA Technology Package (LTP), on distingue trois sous-syste`mes de me-
sure des variables dynamiques internes, a` savoir un syste`me de mesure di↵e´rentielle
de front d’onde (DWS pour Di↵erential wavefront sensing), un syste`me d’interfe´ro-
me´trie laser embarque´ (IFO pour InterFerOmeter) et un syste`me de senseurs inertiels
capacitifs (IS pour Inertial Sensors).
8.2.1 Mesure di↵e´rentielle de front d’onde DWS
C’est la technique de mesure utilise´e pour de´terminer l’attitude ~↵B/O des sa-
tellites. Cette technique est base´e sur l’analyse du front d’onde de l’e´mission laser
en provenance du satellite distant. Un photode´tecteur a` quatre quadrants rec¸oit le
signal laser distant. Les di↵e´rents e´tats de phase de l’onde intercepte´e par chaque
quadrant renseigne alors de l’angle d’arrive´e du front d’onde sur le photode´tecteur.
Cet angle d’arrive´e de´pend notamment de l’attitude relative des satellites. Ainsi,
au niveau du satellite local, un pointage correct est e´quivalent a` l’annulation de ce
de´phasage observe´ entre les quadrants et un paralle´lisme entre le plan du photode´-
tecteur et le plan du front d’onde. On constate ne´anmoins que seuls deux degre´s de
liberte´ angulaire sont contraints avec cette technique, car par syme´trie, le syste`me est
insensible aux rotations du photode´tecteur autour du vecteur d’onde. Ne´anmoins,
en combinant l’analyse des deux fronts d’onde en arrive´e, cette de´ge´ne´rescence peut
eˆtre leve´e.
Figure 8.2 – Mesure di↵e´rentielle de front d’onde. L’e´cart a` la normale de l’angle d’incidence du
faisceau laser sur la photodiode engendre une di↵e´rence de phase entre les signaux rec¸us sur chaque
quadrant.
Bloc DWS
Dans le simulateur, ce syste`me de mesure va donc se charger d’e´valuer l’attitude
~↵B/O du satellite. Pour le moment, le simulateur ne contient pas de re´elle mode´lisation
de ce syste`me de mesure. Les observables de´livre´es par le sous-syste`me sont donc
pour l’instant les variables dynamiques elles-meˆmes. La repre´sentation d’e´tat associe´
a` ce sous-syste`me est alors simplement :
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ADWS = 0 BDWS = 0 (8.1)
CDWS = 0 DDWS = 13 (8.2)
(8.3)
Bloc mode`le de bruit DWS
Dans la documentation technique d’Airbus Defence & Space [18], la spe´cification
suivante est donne´e pour le niveau de bruit sur la de´termination de l’attitude :
FDWS =
(s+ 5.10 3)2
(s+ 1.10 5)2
(8.4)
Le design de ce filtre est base´ sur la re´alisation des objectifs de LISA en terme
de performance de pointage. Le diagramme de Bode de la fonction de transfert est
trace´ dans la figure 8.3.
Figure 8.3 – Fonction de transfert du mode`le de bruit du syste`me de mesure DWS transformant
un bruit uniforme pour les angles d’incidence ↵ et   des faisceaux laser distants en un bruit de´-
pendant de la fre´quence pour les variables dynamiques ✓, ⌘, et ' (par application de la matrice de
composition a` l’e´quation 8.8)
La mesure angulaire de ce syste`me concerne deux angles, note´s ↵ et  , autour
de deux axes situe´s dans le plan du photode´tecteur ~yH et ~zH. Les facteurs d’e´chelle
suivants sont prescrits par Airbus Defence & Space [18] :
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nDWS↵1 = 1.10
 9radHz 1/2 nDWS 1 = 1.10
 9radHz 1/2 (8.5)
nDWS↵2 = 1.10
 9radHz 1/2 nDWS 2 = 1.10
 9radHz 1/2 (8.6)
(8.7)
Pour retrouver le bruit de mesure e´quivalent sur l’attitude du satellite ~↵B/O, on
se rappelle que l’e´cart angulaire entre les te´lescopes est de 60°. En conside´rant ↵
et   comme e´tant de petits angles, ce qui revient a` conside´rer un syste`me d’axes
inchange´ apre`s une se´quence de rotation, il vient :
~↵B/O =
0@⇥H
 
1A =
0B@ 12
p
3
2 0 0p
3
2
1
2 0 0
0 0
p
2
2
p
2
2
1CA
0BB@
↵1
↵2
 1
 2
1CCA (8.8)
La fonction de transfert est convertie en repre´sentation d’e´tat pour l’assemblage
final de l’ensemble des sous-modules du simulateur. A partir d’un bruit blanc, consti-
tuant une variable d’entre´e du simulateur, on construit a` l’aide de ce filtre un bruit
colore´ qui est ajoute´ a` la mesure correspondante. Il en sera de meˆme pour chacun
des bruits implique´s.
8.2.2 Mesures interfe´rome´triques du de´placement des masses
d’e´preuve (IFO)
Pour la mesure de plusieurs des degre´s de liberte´ des masses d’e´preuve, le sys-
te`me interfe´rome´trique est utilise´ (cf. section 3.1). C’est l’instrument de mesure de
de´placement le plus pre´cis du syste`me LTP . Un faisceau laser, pre´alablement se´pare´
par un polariseur, est re´fle´chi par la masse d’e´preuve jouant ici le roˆle d’un miroir.
Le de´placement de la masse induit une variation de chemin optique du faisceau in-
cident. Apre`s recombinaison des deux faisceaux, l’interfe´rence he´te´rodyne renseigne
du de´phasage et donc du de´placement instantane´ de la masse d’e´preuve.
Bloc IFO
En particulier, cet interfe´rome`tre sera utilise´ pour e´valuer les de´placements xH1T1/H1
et xH2T2/H2 des masses d’e´preuve dans leur logement. Par ailleurs, le syste`me de me-
sure di↵e´rentielle de front d’onde est e´galement utilise´ pour estimer les angles ⌘T1/H1,
'T1/H1, ⌘T2/H2 et 'T2/H2 autour des axes Y et Z des logements respectifs. Dans le simu-
lateur, ce syste`me est simplifie´ en incluant simplement des termes de diaphonie entre
les degre´s de liberte´ de mesure, a` l’instar de ce qui est mode´lise´ dans le simulateur
LPF .
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AIFO = 0 BIFO = 0 (8.9)
CIFO = 13 DIFO =  IFO (8.10)
(8.11)
On note que dans sa version standard, les termes de diaphonie concernant l’in-
terfe´rome`tre sont ne´glige´s dans le simulateur et DIFO est dans ce cas la matrice
unite´.
Bloc mode`le de bruit IFO
Pour la mesure interfe´rome´trique, on utilise la fonction de transfert suivante pour
mode`le de bruit [18] :
FIFO =
(s+ 1.10 2)
(s+ 1.10 6)
(8.12)
Les gains sur chaque voie sont obtenus apre`s application des facteurs d’e´chelle
suivants [18] :
nIFOx = 3.10
 11mHz 1/2 (8.13)
nIFO⌘ = 2.10
 8radHz 1/2 (8.14)
nIFO' = 2.10
 8radHz 1/2 (8.15)
8.2.3 Senseurs inertiels (IS)
L’ensemble des degre´s de liberte´ dynamique des masses d’e´preuve est e´galement
mesure´ par les senseurs inertiels. Il s’agit d’un ensemble d’e´lectrodes re´parties sur les
parois internes du logement, a` la fois charge´es de mesurer et d’agir sur la position et
l’attitude des masses d’e´preuve (cf. figure 8.5). Ces e´lectrodes, associe´es a` la surface
conductrice des masses d’e´preuve, constituent un syste`me de capacite´. La tension
aux bornes de celles-ci est mesure´e ou modifie´e pour le controˆle de la dynamique des
masses d’e´preuve.
Bloc IS
Les variables dynamiques prises en charge par ce syste`me sont donc rHT/H et ↵
H
T/H,
a` nouveau respectivement pour les deux masses d’e´preuve. La meˆme mode´lisation
tre`s simplifie´e est donne´e pour ce syste`me et e´galement tire´e du mode`le LPF .
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Figure 8.4 – Fonctions de transfert du mode`le de bruit du syste`me de mesure IFO. A gauche :
Niveau de bruit pour la mesure du de´placement des masses d’e´preuve suivant l’axe ~x. A droite :
Niveau de bruit pour la mesure des de´placements angulaires ⌘ et   des masses d’e´preuve (rotation
respectivement autour des axes ~y et ~z).
AIS = 0 BIS = 0 (8.16)
CIS = 0 DIS =

 IS 0
0  IS
 
(8.17)
Cette fois-ci, les valeurs standards de la diaphonie des senseurs inertiels utilise´es
dans le simulateur LPF sont non nulles et donne´es par :
 IS =
264
1 0,003 0,003 0 ,000598 0 ,000598 0 ,000598
0,003 1 0,003 0 ,000598 0 ,000598 0 ,000598
0,003 0,003 1 0 ,000598 0 ,000598 0 ,000598
0 ,086957 0 ,086957 0 ,086957 1 0,001 0,001
0 ,086957 0 ,086957 0 ,086957 0,001 1 0,001
0 ,086957 0 ,086957 0 ,086957 0,001 0,001 1
375 . mrad 1radm 1 .
 
(8.18)
ou` l’on distingue quatre sous-blocs 3 ⇥ 3 d’unite´s physiques di↵e´rentes (dont
deux sans unite´). Dans cette matrice, on inte`gre e´galement les termes diagonaux
qui correspondent aux gains statiques de la mesure. Les termes croise´s repre´sentent
quant a` eux les termes de diaphonie. Par exemple, le terme  IS24 s’interpre`te comme
la proportion du de´placement angulaire ⌘ de la masse d’e´preuve observe´e par les
senseurs inertiels comme un de´placement line´aire suivant l’axe ~y du compartiment.
On le note plus explicitement  IS⌘!y. Ces phe´nome`nes de diaphonie, en particulier
ceux concernant l’actuation capacitive qui se re´ve`leront tre`s influents dans notre
e´tude, seront discute´s plus en de´tail dans la section 10.4.2.
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Figure 8.5 – A gauche : les parois inte´rieures du compartiment de la masse d’e´preuve sont
recouvertes d’un ensemble d’e´lectrodes. Elles forment avec la surface de la masse un syste`me de
capacite´s utilise´ pour la mesure de la position de cette dernie`re mais e´galement pour exercer des
forces e´lectrostatiques de controˆle. A droite : disposition des e´lectrodes sur les di↵e´rentes faces.
Les vecteurs font re´fe´rence a` la base du re´fe´rentiel associe´ au compartiment (cf. section 5.1)
Bloc mode`le de bruit IS
Le comportement fre´quentiel du bruit des senseurs inertiels est mode´lise´ par la
fonction de transfert suivante [18] :
FIS =
(s+ 5.10 4)
(s+ 1.10 6)
(8.19)
Les gains sur chacun des degre´s de liberte´ sont donne´s par :
nISx = 1, 4.10
 9mHz 1/2 nISy = 1, 8.10
 9mHz 1/2 nISz = 3, 0.10
 9mHz 1/2
(8.20)
nIS✓ = 2, 0.10
 7radHz 1/2 nIS⌘ = 2, 0.10
 7radHz 1/2 nIS' = 2, 0.10
 7radHz 1/2
(8.21)
8.3 Syste`me d’actuation
8.3.1 Micropropulsion du satellite
Pour diriger le satellite, 12 micro-propulseurs sont re´partis a` l’exte´rieur du sa-
tellite, ge´rant a` la fois les mouvements de translation et de rotation. A ce jour, la
technologie naturellement envisage´e pour la micropropulsion serait celle embarque´e
par la mission LPF . Elle a e´te´ de´veloppe´e et qualifie´e pour le spatial dans le cadre
de la mission GAIA actuellement en vol. Elle est base´e sur l’e´jection par pulse de gaz
froid a` haute pression ge´ne´rant des forces de l’ordre de la dizaine de micronewtons.
La re´sultante des forces de translation et rotation applique´es sur le satellite est ob-
tenue par composition des niveaux de propulsion individuels des micropulseurs, ces
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Figure 8.6 – Fonction de transfert du mode`le de bruit du syste`me de mesure IS. A gauche :
Niveau de bruit pour la mesure du de´placement des masses d’e´preuve suivant les axes ~y et ~z. A
droite : Niveau de bruit pour la mesure du de´placement angulaire ✓ des masses d’e´preuve (rotation
autour de l’axe ~x).
derniers e´tant actifs en permanence par souci de re´activite´. Dans la mission LPF ,
une strate´gie plus complexe sera mise en oeuvre, utilisant la pression de radiation
solaire et un syste`me de seulement 6 micropropulseurs pour controˆler le satellite.
Dans ce simulateur, on se concentre pour l’instant sur un design de satellite dote´ de
12 micropropulseurs.
Bloc Micropropulsion System
Le syste`me de micropropulsion de´livre donc les forces FBB et couples T
B
B ne´ces-
saires au controˆle du satellite. La repre´sentation d’e´tat pour ce syste`me peut rendre
compte a` la fois des constantes de temps d’e´tablissement de la propulsion, des di↵e´-
rents gains et des diaphonies existants entre les di↵e´rents axes de propulsion et de
rotation.
AMPS =
✓
  1
⌧MPS
◆
16 BMPS =  AMPS (8.22)
CMPS = 16 DMPS =  MPS (8.23)
avec ⌧MPS = 0, 066762s. Dans la version standard de LPF , les gains sont unitaires
et les diaphonies sont ne´glige´es ( MPS = 16). Toutefois, leur parame´trisation est
rendue directement accessible dans le simulateur.
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Bloc mode`le de bruit Micropropulsion System
Le mode`le de bruit spe´cifie´ par Airbus Defence & Space est donne´ individuel-
lement pour chaque micropropulseur. En fonction de la re´partition ge´ome´trique et
de l’orientation des 12 micropropulseurs, on peut retrouver la re´sultante des forces
de´livre´es suivant les axes ~ex,B, ~ey,B et ~ez,B. A cet e↵et, la matrice suivante compose
les forces applique´es par chaque micropropulseur :
Act =
264
 0,126826  0,126826  0,739199  0,739199 0,739199 0,739199
 0,78033  0,78033 0,28033 0,28033 0,28033 0,28033
 0,612372 0,612372 0,612372  0,612372  0,612372 0,612372
 0,26841 0,267629 0,268159  0,267879  0,267895 0,268176
0,475926  0,475799  0,475493 0,476232  0,487771 0,487032
 0,550871  0,550871 0,541368 0,541368  0,546669  0,546669
0,126826 0,126826  0,612372  0,612372 0,612372 0,612372
 0,78033  0,78033 0,5 0,5 0,5 0,5
0,612372  0,612372  0,612372 0,612372 0,612372  0,612372
0,26642  0,267201 0,566419  0,565919  0,565919 0,566418
0,487339  0,487465  0,00545 0,006062 0,00545  0,006061
0,565826 0,565826  0,570869  0,570869 0,561469 0,561469
375 (8.24)
ou` le nume´ro de colonne correspond au micropropulseur concerne´ et le nume´ro
de ligne au degre´ de liberte´ e´tudie´. Le bruit de chaque micropropulseur est mode´lise´
par la fonction de transfert suivante :
FMPS = 1.10
 7 (s+ 2⇡ ⇥ 1.10 2)2
(s+ 2⇡ ⇥ 1.10 3)2 (8.25)
Pour retrouver le bruit e´quivalent sur chaque degre´ de liberte´ ge´ome´trique, on
multiplie cette fonction de transfert par la matrice Act donne´e a` l’e´quation 8.24. Les
fonctions de transfert ainsi distribue´es sont repre´sente´es dans la figure 8.8.
8.3.2 Syste`me d’actuation e´lectrostatique (CAPACT)
Pour agir sur les autres degre´s de liberte´ des masses d’e´preuve, le syste`me ca-
pacitif utilise´ pour la mesure est e´galement sollicite´ pour l’application de forces et
couples sur les masses. Un de´se´quilibre approprie´ des potentiels applique´s sur les
e´lectrodes peut ge´ne´rer des forces de translation ou de rotation s’exerc¸ant sur la
masse d’e´preuve (une discussion plus de´taille´e du principe d’actuation sera don-
ne´e en section 10.4.2). Dans le mode science nominal, aucune force n’est applique´e
suivant l’axe ~x des logements. Ces degre´s de liberte´ sont exclusivement ge´re´s par
les micropropulseurs (strate´gie dite de Drag-Free, cf. section 8.5) pour pre´venir de
toutes forces applique´es sur les masses d’e´preuve suivant les axes sensible de LISA.
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Figure 8.7 – Fonction de transfert du mode`le de bruit du syste`me d’actuation MPS. Niveau de
bruit individuel d’un micropropulseur. Le niveau de bruit e´quivalent sur chaque axe ~X, ~Y et ~Z est
de´termine´ par projection du niveau de bruit individuel de chacun des douze micropropulseurs.
Bloc CAPACT
Le syste`me de capacite´s a donc la gestion des degre´s de liberte´ suivants : yHT/H,
zHT/H, ✓
H
T/H, ⌘
H
T/H,  
H
T/H, une nouvelle fois pour les deux masses respectives. Pour
ce syste`me, la repre´sentation d’e´tat de´crit pour l’instant uniquement les gains et
la diaphonie. On note que la matrice de diaphonie joue un roˆle particulie`rement
important ici. On verra par la suite que son influence sur le bruit d’acce´le´ration
finale peut s’ave´rer conside´rable. Il sera donc ne´cessaire d’y revenir.
ACAPACT = 0 BCAPACT = 0 (8.26)
CCAPACT = 0 DCAPACT =

 CAPACT(1 6),(2,4 6) 0
0  CAPACT(1 6),(2 6)
 
(8.27)
Dans ce mode`le, seuls les gains statiques et les diaphonies sont inclus. A nouveau,
les e´le´ments de diaphonie sont ceux estime´s a` partir de l’expe´rience LPF [3] :
 CAPACT =
264
1 0,0011 0,0011 0 ,21739 0 ,21739 0 ,39131
0,0011 1 0,0011 0 ,39131 0 ,21739 0 ,21739
0,0011 0,0011 1 0 ,21739 0 ,39131 0 ,21739
4 .10 5 4 .10 5 4 .10 5 1 0,005 0,005
4 .10 5 4 .10 5 4 .10 5 0,005 1 0,005
4 .10 5 4 .10 5 4 .10 5 0,005 0,005 1
375 . m 1m .
 
(8.28)
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Figure 8.8 – A gauche : Fonctions de transfert transformant un bruit de propulsion blanc as-
socie´ a` chacun des douze micropropulseurs en un niveau de bruit de force suivant l’axe ~X. A
droite : Fonctions de transfert transformant un bruit de propulsion blanc associe´ a` chacun des
douze micropropulseurs en un niveau de bruit de couple autour de l’axe ~X
ou` l’on distingue quatre sous-blocs 3⇥3 d’unite´s physiques di↵e´rentes (dont deux
sans unite´). Les gains statiques de l’actuation capacitive sont encore une fois indique´s
dans les termes diagonaux de la matrice et les termes de diaphonie correspondent
aux termes croise´s. Le terme  CAPACT14 , ou  
CAPACT
✓!x , s’interpre`te comme la part du
couple autour de l’axe ~x, commande´ par le syste`me de controˆle, qui se traduit par une
force e↵ective applique´e sur la masse d’e´preuve suivant l’axe ~x, axe qui, par ailleurs,
devrait dans l’ide´al eˆtre pre´serve´ de toute force commande´e. Dans l’e´quation 8.27, la
matrice DCAPACT conside`re les deux masses d’e´preuve. L’actuation capacitive n’e´tant
pas utilise´e suivant les axes ~x1, ~z1 et ~x2, tous trois axes de Drag-Free (cf. section 8.5),
on e´limine les degre´s de liberte´ nume´ro 1 et 3 pour la premie`re masse et le degre´
de liberte´ nume´ro 1 pour la seconde par une se´lection approprie´e des indices de la
matrice  CAPACT dans la de´finition de DCAPACT .
Bloc mode`le de bruit CAPACT
A nouveau, dans le document Airbus Defence & Space [18], on trouve la spe´cifi-
cation suivante pour le comportement fre´quentiel du bruit du syste`me capacitif :
FCAPACT =
(s+ 2.10 5) (s+ 3.10 5) (s+ 3.10 4)
(s+ 2.10 6) (s+ 5.10 6) (s+ 1.10 5)
(8.29)
Les facteurs d’e´chelle en unite´ d’acce´le´ration sont les suivants :
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dax = 2, 1.10
 15ms 2Hz 1/2 (8.30)
day = 3, 0.10
14ms 2Hz 1/2 (8.31)
daz = 3, 0.10
14ms 2Hz 1/2 (8.32)
da✓ = 7, 31.10
 13rad s 2Hz 1/2 (8.33)
da⌘ = 7, 31.10
 13rad s 2Hz 1/2 (8.34)
da' = 7, 31.10
 13rad s 2Hz 1/2 (8.35)
On retrouve les e´quivalents en unite´s de force de ces facteurs d’e´chelle en les
multipliant respectivement par les masses et tenseurs d’inertie des masses d’e´preuve.
Les mode`les de bruit du syste`me capacitif sont repre´sente´s en figure 8.9.
Cette spe´cification donne´e pour le bruit de l’actuation capacitive contient en
re´alite´ tout un e´ventail de forces et couples divers directement applique´s sur les
masses d’e´preuve. Ainsi, ces fonctions de transfert tiennent compte de la liste des
perturbations suivantes :
— Interaction gravitationnelle entre les satellites et les masses d’e´preuve
— E↵ets thermiques (pression de radiation thermique)
— Bruit brownien (choc entre les particules re´siduelles et les masses d’e´preuve
duˆ a` la re´alisation d’un vide imparfait dans les compartiments des masses)
— Fluctuation du champ magne´tique
— Forces e´lectriques applique´es sur les masses d’e´preuve (incluant donc le bruit
du syste`me capacitif)
— Charge ale´atoire des masses d’e´preuve
— Pression de radiation du laser incident
Cependant, on de´sire distinguer les forces et couples perturbateurs directs, de na-
ture externe au syste`me, et le bruit provenant du syste`me d’actuation. Le document
Airbus Defence & Space (re´f. ne´cessaire) ne fournissant pas une telle de´composition,
on re´alise une distinction arbitraire, en remarquant la di↵e´rence entre le bruit ob-
serve´ suivant l’axe ~x et les autres axes de translation. En e↵et, la strate´gie de controˆle
pre´vue en mode nominal (cf section 8.5) interdit au syste`me capacitif d’exercer une
force de controˆle quelconque suivant l’axe ~x des compartiments. Cela signifie que
les e´lectrodes re´parties sur les faces X dans la figure 8.2.3 ne seront pas active´es 1,
e´liminant ainsi la source de bruit correspondante suivant cet axe. Le facteur d’e´chelle
dax = 2, 1.10 15ms 2Hz 1/2 ne trouve son origine que dans les forces directes ex-
ternes applique´es aux masses d’e´preuve et on re´alise la de´composition selon cette
supposition. Finalement, les facteurs d’e´chelle deviennent :
1. A l’exception des e´lectrodes en charge de l’application des couples autour de l’axe ~z, e´galement
situe´es sur les faces X.
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daCAPACTy = 2, 79.10
14ms 2Hz 1/2 (8.36)
daCAPACTz = 2, 79.10
14ms 2Hz 1/2 (8.37)
daCAPACT✓ = 7, 31.10
 13rad s 2Hz 1/2 (8.38)
daCAPACT⌘ = 7, 31.10
 13rad s 2Hz 1/2 (8.39)
daCAPACT' = 7, 31.10
 13rad s 2Hz 1/2 (8.40)
Les autres perturbations directes seront de´finies se´pare´ment dans la section sui-
vante.
Figure 8.9 – Fonction de transfert du mode`le de bruit du syste`me d’actuation CAPACT. A
gauche : Niveau de bruit pour les forces d’actuation suivant les axes ~y et ~z. A droite : Niveau
de bruit pour les couples d’actuation autour des axes ~x, ~y et ~z.
8.4 Perturbations directes sur les variables dyna-
miques
Pour obtenir les performances requises en terme de bruit d’acce´le´ration, les
masses d’e´preuve sont pre´serve´es le plus possible de toutes forces perturbatrices ex-
te´rieures pouvant les pre´venir d’une trajectoire purement ge´ode´sique. La pre´sence du
satellite, jouant le roˆle de bouclier protecteur, et la strate´gie de Drag-Free (cf. section
8.5) limitent conside´rablement ces perturbations. Ne´anmoins, des forces perturba-
trices, essentiellement d’interaction entre le satellite et les masses, interviendront
ine´vitablement faisant des masses d’e´preuve des re´fe´rences inertielles imparfaites.
Quelques-unes de ces perturbations e´ventuelles ont e´te´ re´pertorie´es dans la section
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pre´ce´dente. Dans la simulation, on distingue 2 types de perturbations directes sur
les masses d’e´preuve intervenant de manie`re di↵e´rente.
8.4.1 Forces de perturbation externes
En section 8.3.2 on a de´ja` e´nume´re´ les di↵e´rentes perturbations externes mo-
de´lise´es s’exerc¸ant sur les masses d’e´preuve, les spe´cifications e´tablies par Airbus
Defence & Space ne faisant pas la distinction entre les bruits d’origine capacitive et
les autres forces de perturbation directes. D’apre`s la de´composition introduite alors,
on de´finit les facteurs d’e´chelle suivants pour les bruits de perturbations externes :
dax = 2, 1.10
 15ms 2Hz 1/2 (8.41)
day = 2, 1.10
 15ms 2Hz 1/2 (8.42)
daz = 2, 1.10
 15ms 2Hz 1/2 (8.43)
(8.44)
Figure 8.10 – Fonctions de transfert du mode`le des forces perturbatrices directes s’exerc¸ant sur la
masse d’e´preuve suivant les axes ~x, ~y et ~z.CAPACT.
On n’expose pas ici les bruits angulaires car il est di cile de supposer d’une
quelconque de´composition a` partir du document de l’industriel. Les perturbations
angulaires hors actuation ne sont donc pour l’instant pas distingue´es des bruits
d’origine capacitive. Les gains des fonctions de transfert sont pre´sente´s en figure
8.10.
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Les masses d’e´preuve seront e´galement soumises a` des forces et couples de pertur-
bation continus principalement d’origine gravitationnelle. Le satellite et les masses
d’e´preuve sont sujets a` une interaction gravitationnelle mutuelle constante. Malgre´
une compensation gravitationnelle re´alise´e en ajustant la re´partition des masses dans
le satellite, on estime les niveaux suivants pour ces forces et couples continus [18] :
dax = 8, 0.10
 10ms 2 (8.45)
day = 8, 0.10
 10ms 2 (8.46)
daz = 8, 0.10
 10ms 2 (8.47)
da✓ = 5, 0.10
 9rad s 2 (8.48)
da⌘ = 12, 0.10
 9rad s 2 (8.49)
da' = 5, 0.10
 9rad s 2 (8.50)
8.4.2 Forces de rappel
Le second type de forces et couples perturbateurs inclus dans la simulation sont
les forces de rappel couplant le mouvement du satellite a` celui de la masses d’e´preuve.
Elles de´pendent donc directement de la position et de l’orientation de la masse
d’e´preuve par rapport au compartiment dans laquelle elle est contenue :

fHT
tTT
 
= ⌦2

rHT/H
↵T/H
 
=
0BBBBBB@
⌦2xx ⌦
2
xy ⌦
2
xz ⌦
2
x✓ ⌦
2
x⌘ ⌦
2
x'
⌦2yx ⌦
2
yy ⌦
2
yz ⌦
2
y✓ ⌦
2
y⌘ ⌦
2
y'
⌦2zx ⌦
2
zy ⌦
2
zz ⌦
2
z✓ ⌦
2
z⌘ ⌦
2
z'
⌦2✓x ⌦
2
✓y ⌦
2
✓z ⌦
2
✓✓ ⌦
2
✓⌘ ⌦
2
✓'
⌦2⌘x ⌦
2
⌘y ⌦
2
⌘z ⌦
2
⌘✓ ⌦
2
⌘⌘ ⌦
2
⌘'
⌦2'x ⌦
2
'y ⌦
2
'z ⌦
2
'✓ ⌦
2
'⌘ ⌦
2
''
1CCCCCCA
26666664
xHT/H
yHT/H
zHT/H
✓T/H
⌘T/H
'T/H
37777775 (8.51)
Dans le mode`le, on introduit donc les forces de raideur dans la matrice d’e´tat A
des e´quations du mouvement (cf e´quation 7.9) aux indices de lignes et de colonnes
suivants :
A7:8,5:6 = ⌦
2 (8.52)
Ces forces de rappel tiennent principalement leur origine en deux e↵ets distincts
de contributions e´quivalentes :
— Interaction gravitationnelle entre les satellites et les masses d’e´preuve
— Les forces de raideur e´lectrostatiques cause´es par le champ e´lectrique applique´
par les e´lectrodes pour controˆler les masses d’e´preuve.
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On note que ces forces sont re´pulsives 2 et tendent a` de´stabiliser le syste`me. Le
terme de force de ”rappel” est quelque peu abusif, car c’est bien le contraire qui se
produit, la raideur du syste`me encourageant les masses d’e´preuve a` s’e´loigner du
centre de leur compartiment respectif. On utilise comme mode`le de ces couplages
celui du simulateur de LPF dont la matrice correspondante est la suivante :
⌦2 =
2664
3,793.10 6 2,492.10 7 2,492.10 7 7 ,846 .10 10 6 ,665 .10 9 4 ,705 .10 9
2,492.10 7 5,511.10 6 2,492.10 7 6 ,665 .10 9 7 ,846 .10 10 2 ,745 .10 9
2,492.10 7 2,492.10 7 9,165.10 6 4 ,705 .10 9 2 ,745 .10 9 7 ,846 .10 10
1 ,698 .10 9 7 ,5 .10 9 5 ,148 .10 9 3,771.10 9 3,906.10 11 3,906.10 11
7 ,5 .10 9 1 ,698 .10 9 3 ,78 .10 9 3,906.10 11 3,696.10 9 3,906.10 11
5 ,159 .10 9 3 ,737 .10 9 1 ,698 .10 9 3,906.10 11 3,906.10 11 2,746.10 9
3775Nm 1 Nrad 1N Nmrad 1
 
(8.53)
8.5 Drag-Free and Attitude Control System (DFACS)
Le bloc DFACS mode´lise le syste`me de controˆle ne´cessaire a` la stabilisation de la
dynamique. Il constitue le coeur strate´gique du syste`me LTP . Il prend information de
la mesure des variables dynamiques e↵ectue´e par interfe´rome´trie et par les senseurs
inertiels puis, en fonction de son e´cart aux valeurs de consigne, il de´termine les
forces et couples a` commander pour stabiliser le syste`me et traquer la dynamique
de consigne. On rappelle qu’ici la dynamique de consigne est choisie telle que le
satellite s’oriente suivant le re´fe´rentiel de consigne O et que les masses d’e´preuve
soient centre´es dans leur logement et aligne´es avec leur re´fe´rentiel H respectif.
Le DFACS peut se manifester sous di↵e´rents modes. En e↵et, plusieurs syste`mes
de senseurs ou d’actuateurs peuvent eˆtre utilise´s pour respectivement mesurer ou
controˆler une meˆme variable dynamique. Comme on a pu le constater dans les sec-
tions pre´ce´dentes, il y a pour certaines variables dynamiques une redondance des
voies de mesure et d’actuation. On peut ainsi de´finir plusieurs modes de fonctionne-
ment pour le DFACS . Pour chacun d’eux les voies de mesure et d’actuation sollicite´es
par le DFACS di↵e`rent. Dans la suite, on se concentre exclusivement sur le mode
nominal de fonctionnement du DFACS durant la mission, a` savoir le mode ”Science”
[17].
8.5.1 Strate´gie de Drag-Free
Dans la section 5.4 du chapitre pre´ce´dent, on a observe´ que le mouvement des
masses d’e´preuve, si rendu strictement libre, ne permet pas d’assurer naturellement
leur maintien a` l’inte´rieur des logements. Sans compter que d’e´ventuelles perturba-
tions externes applique´es sur le satellite ou les masses d’e´preuve sont susceptibles
de faire de´river ces corps les uns par rapport aux autres. Il est donc indispensable
2. Dans le re´fe´rentiel H, c’est-a`-dire par rapport au point de consigne.
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de controˆler les variables dynamiques des masses d’e´preuve durant le vol. Pour cela,
on dispose de deux options :
— La premie`re option est de mettre en mouvement le satellite relativement aux
masses d’e´preuve, a` l’aide des micropropulseurs (bloc MPS), de manie`re a`
recentrer ces dernie`res dans leur logement respectif. Cette option est ge´ne´ra-
lement nomme´e controˆle ”Drag-Free”. C’est l’option ide´ale puisque l’on arrive
de cette manie`re a` controˆler les variables dynamiques des masses d’e´preuve
sans jamais leur appliquer de forces directes, les e´ventuelles raideurs du sys-
te`me mises a` part. Cependant, on ne dispose au travers du satellite que de
six degre´s de liberte´, dont trois degre´s angulaires sont de´ja` sollicite´s par le
controˆle d’attitude. Il est primordial de re´duire au maximum les forces di-
rectes applique´es sur les masses d’e´preuve suivant les axes sensibles de LISA,
c’est-a`-dire les axes optiques des liens laser inter-satellites. Les axes ou` le
controˆle en ”Drag-Free” prend e↵et sont donc naturellement les axes ~x1 et ~x2
des deux logements contenant les masses d’e´preuve. Les variables dynamiques
xH1T/H1 et x
H2
T/H2 seront ge´re´es via ce syste`me de controˆle. Le degre´ de liberte´
restant du satellite (suivant Z) peut quant a` lui eˆtre indi↵e´remment utilise´
pour controˆler zH1T/H1 ou z
H2
T/H2. On choisit arbitrairement z
H1
T/H1.
— La seconde option est d’exercer des forces et couples de controˆle sur les masses
d’e´preuve au travers du syste`me capacitif d’actuation (bloc CAPACT). Ce
sous-syste`me de controˆle est appele´ controˆle de suspension. Il est utilise´ pour
tous les autres degre´s de liberte´ des masses d’e´preuve. On souligne une nou-
velle fois que les variables dynamiques xH1T/H1 et x
H2
T/H2 sont exclues de ce sous-
syste`me de controˆle, re´duisant d’autant le bruit d’actuation observe´ suivant
les axes ”Drag-Free” du satellite (cf section 8.3.2).
La configuration en triangle e´quilate´ral de LISA implique que, pour chaque sa-
tellite, les deux axes de ”Drag-Free” s’e´cartent d’un angle de 60°. Cette strate´gie de
Drag-Free apparaˆıt alors plus complexe dans cette configuration particulie`re plutoˆt
que dans une configuration ou` les axes de ”Drag-Free” seraient perpendiculaires. En
fait, on peut montrer que pour recentrer a` la fois les deux masses d’e´preuve, une
telle strate´gie de controˆle su t en ite´rant successivement entre une action des micro-
propulseurs pour recentrer les masses suivant les axes ”Drag-Free” et une actuation
directe suivant l’axe Y des masses d’e´preuve (en ne conside´rant dans cette remarque
que les mouvements dans le plan (B ~X ~Y ) du satellite, cf. figure 5.1).
8.5.2 Controˆle d’attitude, Drag-Free et controˆle de suspen-
sion
On distingue alors chacune des variables dynamiques du syste`me suivant son
mode de controˆle. Le tableau de la figure 8.11 repre´sente un tel classement. Dans ce
tableau, on a aussi pre´cise´ par interme´diaire de quel syste`me d’actuation les variables
dynamiques sont controˆle´es.
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Figure 8.11 – Re´partition des coordonne´es dynamiques du syste`me suivant les trois strate´gies de
controˆle et les syste`mes d’actuation sollicite´s
Dans la figure 8.12, on examine de plus pre`s les entre´es et les sorties du bloc
DFACS mentionne´ dans la figure 8.1. On y rend notamment explicite le syste`me de
mesure employe´, dans le cas du mode ”Science”, pour le controˆle des variables dyna-
miques. On souhaite alors souligner qu’un meˆme sous-syste`me de controˆle peut eˆtre
nourri par des syste`mes de mesure de nature di↵e´rente, impliquant alors des niveaux
de bruit distincts pour les di↵e´rentes variables dynamiques controˆle´es. Cette dernie`re
remarque se trouvera importante, car les performances du controˆle de´pendent ne´-
cessairement du niveau de bruit de la mesure entrante, ce malgre´ les contraintes de
faible sensibilite´ aux bruits conside´re´es lors du design des controˆleurs.
Figure 8.12 – Diagramme en bloc de´taille´ du DFACS illustrant la distribution des degre´s de liberte´
dynamiques du syste`me suivant les syste`mes de mesure, les strate´gies de controˆle et les syste`mes
d’actuation.
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8.5.3 Controˆleurs
Dans les sections pre´ce´dentes, la strate´gie de controˆle adopte´e a e´te´ de´crite. Il
reste maintenant a` de´tailler les fonctions de transfert des controˆleurs utilise´es. Les
controˆleurs embarque´s en vol seront issus d’un design industriel approfondi. Outre
leur pouvoir de stabiliser le syste`me, ils posse`deront par ailleurs des proprie´te´s de
robustesse, d’insensibilite´ aux bruits tout en re´duisant les couˆts de la commande en
terme d’e´nergie. On parle alors de commande optimale (re´f. ne´cessaire). Ces notions
de the´orie du controˆle avance´ ne seront que brie`vement discute´es ici.
Dans l’ide´al, le simulateur devrait posse´der le jeu de controˆleurs e↵ectivement
embarque´ durant la mission. N’ayant pour l’instant pas acce`s a` ces fonctions de
transfert garde´es prive´es par l’industriel, on de´cide d’utiliser les controˆleurs qui se-
ront embarque´s par LPF et de´ja` distribue´s a` la communaute´, disponibles notamment
au sein du simulateur de LPF inclus dans la boˆıte a` outils Matlab LTPDA [27]. On
s’aide ici du fait que les controˆleurs sont construits pour stabiliser de manie`re ge´-
ne´rale tout syste`me dynamique du second ordre, c’est-a`-dire soumis a` une e´quation
di↵e´rentielle line´aire du second ordre. En revanche, leur qualite´ d’optimalite´ risque
e´ventuellement d’eˆtre a↵ecte´e par leur application dans le cadre de la dynamique de
LISA, bien qu’ils aient e´te´ conc¸us pour posse´der une certaine robustesse. On verra
par la suite que, si ces controˆleurs semblent stabiliser le syste`me de manie`re conve-
nable, leur robustesse apparaˆıt limite´e, ce qui se traduit par une forte sensibilite´ de
la commande et des performances du controˆle des variables dynamiques au bruit des
senseurs (cf. sections 10.4.1 et 10.2).
Matrice de de´couplage
Le syste`me dynamique e´tudie´ posse`de des entre´es et sorties multiples. Ce genre
de syste`me est nomme´ MIMO . Il arrive alors que l’action d’une entre´e a↵ecte a` la
fois plusieurs sorties du syste`me. De ce fait, la taˆche de construction des controˆleurs
est rendue plus complexe, car les forces commande´es pour le controˆle d’une variable
dynamique en influenceront plusieurs autres. Par exemple, si le satellite est mis en
mouvement suivant ~ex,B, afin de controˆler la position d’une premie`re masse d’e´preuve,
cela aura e´galement une incidence sur les variables dynamiques xH2T/H2 et y
H2
T/H2 de la
seconde.
Ainsi, pour le design des controˆleurs, on se place ge´ne´ralement dans le cas d’un
syste`me dynamique comple`tement de´couple´, dont par de´finition, une entre´e n’in-
fluence qu’une seule sortie. Pour illustrer cela, on conside`re les e´quations du second
ordre de la dynamique concernant l’attitude du satellite. Elles s’e´crivent de la ma-
nie`re suivante :
X¨Att = B
⇤
Attu (8.54)
En introduisant les variables d’entre´e interme´diaires ⌘ telles que :
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⌘ = B⇤Attu (8.55)
On obtient l’e´quation de la dynamique de´couple´e suivante :
X¨Att = ⌘ (8.56)
Les variables d’entre´e interme´diaires ⌘ sont donc construites par combinaison
line´aire des couples re´els u, de sorte que chaque variable de ⌘ n’influence exclu-
sivement qu’une seule variable dynamique. Cette strate´gie se ge´ne´ralise pour les
sous-syste`mes de controˆle de Drag-Free et de suspension, en prenant garde a` se´lec-
tionner correctement les parties de la matrice B de l’e´quation d’e´tat 7.2 concerne´es
par le type de controˆle e´tudie´. En pratique, on construit une matrice dite de se´lection
qui s’applique a` la matrice d’entre´e B :
B⇤Att = SAttB
⇤ (8.57)
B⇤DF = SDFB
⇤ (8.58)
B⇤Sus = SSusB
⇤ (8.59)
Les controˆleurs fournis par Airbus Defence & Space sont donc construits pour
commander les variables de sortie interme´diaires ⌘ (on se place cette fois-ci du point
de vue des controˆleurs). Il faut donc transformer ces variables a` nouveau pour re-
trouver les forces et couples physiques a` commander :
uAtt = (SAttB
⇤) 1 ⌘Att (8.60)
On introduit alors la matrice de fonction de transfert K repre´sentant les controˆ-
leurs. Cette matrice se de´compose en 3 sous-matrices, une pour chaque sous-syste`me
de controˆle : KAtt, KDF , KSus. Par de´finition, on a :
⌘Att = KAttY (8.61)
⌘DF = KDFY (8.62)
⌘Sus = KSusY (8.63)
D’apre`s l’e´quation 8.60, on construit finalement les controˆleurs comme :
K 0Att = (SAttB
⇤) 1KAtt (8.64)
K 0DF = (SDFB
⇤) 1KDF (8.65)
K 0Sus = (SSusB
⇤) 1KSus (8.66)
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Par ailleurs, on remarque alors que les controˆleurs fournis par Airbus Defence &
Space sont construits pour stabiliser n’importe quel syste`me dynamique pouvant se
mettre sous la forme de l’e´quation 8.56.
Les controˆleurs de LPF
La strate´gie de controˆle pre´vue pour LPF di↵e`re sensiblement de celle de LISA,
bien que les syste`mes dynamiques soient tre`s similaires. Ainsi, une variable dyna-
mique de meˆme nature, comme la position en ~x de la masse d’e´preuve n°2 xH2T/H2 sera
controˆle´e en suspension dans LPF 3 quand elle sera en Drag-Free pour LISA. De
plus, les exigences en terme de performances du controˆle d’attitude sont nettement
plus importantes dans le cadre de LISA que dans celui de LPF . Ces exigences ren-
force´es ont pour but de re´duire le bruit de phase induit par l’agitation angulaire du
satellite qui se re´percute directement sur l’angle d’incidence du front d’onde sur le
photode´tecteur.
Le tableau en figure 8.13 repre´sente les di↵e´rents modes de controˆle associe´s aux
variables dynamiques de LPF . On constate que, dans le cas de LPF et a` la di↵e´rence
de LISA, on a 6 coordonne´es ge´re´es par la strate´gie de Drag-Free et 6 autres par le
controˆle de suspension [35].
Figure 8.13 – Re´partition des coordonne´es dynamiques suivant les trois strate´gies de controˆle dans
le cas de l’expe´rience LPF [35]
Ainsi, dans un premier temps, afin d’utiliser les controˆleurs construits pour la
mission LPF dans le cadre du simulateur LISA, on les redistribue en fonction des
coordonne´es dynamiques de LISA de la manie`re suivante :
— En tant que controˆleur de l’attitude du satellite chez LISA, on choisit les
controˆleurs associe´s aux variables y1, y2 et z2 dans LPF , toutes trois coordon-
ne´es de Drag-Free.
3. Dans LPF , il s’agit plus pre´cise´ment la variable di↵e´rentielle x12, donnant la distance relative
entre les deux masses d’e´preuve.
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— Les controˆleurs associe´s aux coordonne´es de Drag-Free x1, x2 et z1 dans LISA
sont construits a` partir des controˆleurs LPF correspondant respectivement
aux variables x1, x1 et z1, e´galement coordonne´es de Drag-Free dans LPF .
— Les controˆleurs associe´s aux coordonne´es de Suspension y1, ✓1, ⌘1, '1, y2, z2, ✓2,
⌘2 et '2 dans LISA sont construits a` partir des controˆleurs LPF correspondant
respectivement aux variables x2, ✓2, ⌘1, '1, x2, x2, ✓2, ⌘2 et '2 e´galement
coordonne´es de Suspension dans LPF .
Fonctions de transfert
On expose ici les fonctions de transfert des controˆleurs finalement utilise´s, construits
a` partir de ceux de LPF et apre`s application des matrices de composition de´finies
a` l’e´quation 8.66. Les 4 figures suivantes repre´sentent respectivement les fonctions
de transfert des controˆleurs de l’attitude du satellite, de Drag-Free et de suspen-
sion, ces derniers e´tant repre´sente´s sur deux figures afin de distinguer les variables
line´aires des variables angulaires. Sur chaque figure, on pre´sente uniquement la dia-
gonale de la fonction transfert glsmimo des controˆleurs, c’est-a`-dire le rapport entre
la force commande´e suivant un degre´ de liberte´ dynamique et la mesure, en entre´e
du DFACS , de ce meˆme degre´ de liberte´.
8.6 Assemblage des sous-modules
L’ensemble des sous-modules pre´sente´s jusqu’ici ont e´te´ imple´mente´s sous MAT-
LAB. En fait, chacun d’eux posse`de sa fonction MATLAB qui lui est propre. Ces
fonctions associent chaque sous-module a` un mode`le en repre´sentation d’e´tat, ce qui
se re´sume nume´riquement a` un simple jeu de quatre matrices A, B, C, D.
Une boite a` outils particulie`re de MATLAB, nomme´e ”Control System Toolbox”,
met a` disposition un ensemble de classes permettant une manipulation commode de
ces mode`les. En outre, la classe MATLAB ss() permet de disposer facilement des
mode`les en repre´sentation d’e´tat, d’une part en stockant les 4 matrices de la repre´sen-
tation au sein d’une seule variable, mais surtout en attribuant un nom a` chaque port
d’entre´e et de sortie ainsi qu’aux variables d’e´tat. Cette boite a` outils propose e´ga-
lement un certain nombre de fonctions tre`s utiles pour construire les connexions entre
chaque sous-module. Par exemple, la fonction connect(sys1,sys2,inputs,outputs)
permet de connecter les deux mode`les sys1 et sys2 et de les rassembler en un seul
mode`le dont les entre´es sont les variables inputs et les sorties sont les variables
outputs. Toutes les sorties de sys1 et les entre´es de sys2 non-re´pertorie´es dans les
variables inputs et outputs en argument de la fonction sont utilise´es pour e´tablir
la connexion. Lorsque certains ports d’entre´e et de sortie des syste`mes sys1 et sys2
correspondent, et que ces derniers ne sont pas inclus dans les entre´es et sorties du sys-
te`me global, on fabrique alors avec la me´thode connect(sys1,sys2,inputs,outputs)
un syste`me en boucle ferme´e. C’est de cette manie`re que l’on proce`de a` l’assemblage
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Figure 8.14 – Gain des fonctions de transfert K 0Att des controˆleurs d’attitude du satellite. Elles
transforment les mesures angulaires ⇥obs, Hobs et  obs en couples commande´s et re´alise´s par le
syste`me de micropropulsion du satellite
Figure 8.15 – Gain des fonctions de transfert K 0DF des controˆleurs Drag-Free. Elles trans-
forment les mesures de de´placement interfe´rome´trique xobs1 et x
obs
2 et e´lectrostatiques z
obs
1 des masses
d’e´preuve en forces commande´es au syste`me de micropropulsion du satellite
118
Figure 8.16 – Gain des fonctions de transfert K 0Sus des controˆleurs Suspension. Elles transforment
les mesures de de´placement line´aire yobs1 , y
obs
2 et z
obs
2 des masses d’e´preuve en forces commande´es
au syste`me d’actuation capacitive
Figure 8.17 – Gain des fonctions de transfert K 0Sus des controˆleurs Suspension. Elles transforment
les mesures de de´placement angulaire ✓obs, ⌘obs et 'obs des masses d’e´preuve en couples commande´s
au syste`me d’actuation capacitive
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des modules du diagramme en bloc de la figure 8.1 et que l’on construit la boule de
re´troaction.
Au final, on obtient un mode`le en repre´sentation d’e´tat du syste`me global en
boucle ferme´e comprenant :
— Au minimum 15 sorties correspondant aux mesures bruite´es des variables
dynamiques. Cependant, on est e´ventuellement amene´ par la suite a` re´cupe´rer
les forces et couples applique´s sur les trois corps du syste`me. Dans ce cas, on
aura 45 sorties pour ce mode`le.
— On a typiquement 69 entre´es. On y compte les di↵e´rents signaux de bruit
blanc qui seront de´livre´s en entre´e des mode`les de bruit. Les forces et couples
perturbateurs a` appliquer directement sur les trois corps sont e´galement in-
troduits de cette manie`re.
— Enfin , le mode`le complet contient 198 variables d’e´tat, correspondant respec-
tivement a` chacune des variables d’e´tat des di↵e´rents modules du simulateur
(provenant en majorite´ du mode`le dynamique et des controˆleurs).
Par l’interme´diaire de la classe ss(), on regroupe les di↵e´rents index des entre´es
et des sorties par groupe. La figure suivante pre´sente la distribution des index de ces
entre´es et sorties ainsi que leur regroupement tel qu’a che´ par MATLAB.
Figure 8.18 – La classe ss() permet une repre´sentation commode d’un mode`le dynamique en
classant les entre´es et sorties par groupe pour faciliter les connexions entre mode`les.
8.7 Re´ponse temporelle du syste`me en boucle fer-
me´e
Pour estimer la re´ponse du syste`me, on utilise e´galement une me´thode o↵erte
par la ”Control System Toolbox”, nomme´e lsim(), s’appliquant notamment aux
objets de type ss(). On note qu’estimer la re´ponse temporelle du syste`me revient
a` re´soudre nume´riquement l’ensemble des e´quations di↵e´rentielles sous-jacentes a`
la repre´sentation d’e´tat ss() du syste`me. Pour les syste`mes continus, ce qui est
le cas ici, la re´solution nume´rique est e↵ectue´e par discre´tisation du syste`me. La
discre´tisation d’un syste`me line´aire et stationnaire a e´te´ donne´e a` l’e´quation 7.15,
que l’on re´e´crit en posant X(t)! X[k] avec t = kdt :
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~X[k + 1] = eA
⇤dt ~X[k] + eA
⇤(k+1)dt
Z (k+1)dt
kdt
eA
⇤( ⌧)B⇤~u(⌧)d⌧ (8.67)
Cette ope´ration de discre´tisation est e↵ectue´e par la me´thode lsim qui o↵re plu-
sieurs options d’inte´gration pour l’expression
R (k+1)dt
kdt e
A⇤( ⌧)B⇤~u(⌧)d⌧ . Par exemple,
deux d’entre elles, les options ’Zero Order Hold’ et ’First Order Hold’, approchent le
comportement du vecteur d’entre´e entre les e´chantillons k et k+1 par une constante
ou une droite (interpolation par un polynoˆme d’ordre 0 ou d’ordre 1), ce qui a pour
avantage de rendre l’inte´grale calculable analytiquement. En particulier, si les en-
tre´es posse`dent e↵ectivement de telles proprie´te´s de constance ou de line´arite´ par
morceaux, la solution donne´e par lsim est alors analytique. Par de´faut, lsim utilise
l’option ’Zero Order Hold’. La discre´tisation du syste`me est alors la suivante :
~X[k + 1] = Ad ~X[k] + Bd~u[k] (8.68)
avec Ad et Bd les matrices de repre´sentation d’e´tat du syste`me discret :
Ad = e
A⇤dt Bd = A
⇤ 1  eA⇤dt   1 B⇤ (8.69)
Pour les simulations a` venir, on conside´rera les entre´es constantes entre deux
e´chantillons. On conside´rera une fre´quence d’e´chantillonnage de 10Hz, cadence pre´-
vue pour le DFACS durant la mission.
8.8 De´roulement d’une simulation
Dans cette section, on re´sume toutes les e´tapes qui se succe`dent lors d’une si-
mulation, en de´taillant les di↵e´rents scripts et fonctions MATLAB implique´s. On
distingue d’abord 3 types de simulation :
— Une exe´cution longue du simulateur ope´re´e par le script appele´ LongRun.m.
Cette exe´cution est typiquement approprie´e pour des temps de simulation
T ⇡ 106s (de l’ordre de la semaine). Etant donne´ la taille des vecteurs im-
plique´s dans une simulation d’une dure´e T = 106s a` une fre´quence d’e´chan-
tillonnage fs = 10Hz, la simulation est de´compose´e en se´quence, le vecteur
d’e´tat obtenu en fin d’une se´quence donne´e e´tant transmis comme conditions
initiales de la se´quence suivante. Ceci permet de contourner les proble`mes de
me´moire vive que rencontre MATLAB lorsque le logiciel est amene´ a` ge´rer
des tableaux de plus d’un million d’entre´es. Un seul satellite est ge´ne´rale-
ment conside´re´ lors de cette exe´cution. Le script principal a↵ecte, trace et
sauvegarde la plupart des variables principales mises en jeu par le simula-
teur, comme par exemple les variables d’e´tat dynamiques du satellite et des
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masses d’e´preuve durant toute la simulation. Cette exe´cution est essentielle-
ment utilise´e pour tester le simulateur.
— Une seconde exe´cution longue similaire dont l’objectif est cette fois-ci la pro-
duction de donne´es. Le script principal associe´ est LongRun_LisaCode.m.
L’a↵ectation et la sauvegarde de variables sont rendues minimales et aucune
courbe n’est trace´e. Ces contraintes permettent d’exe´cuter le simulateur pour
une dure´e typique T ⇡ 4.107s (un peu plus d’un an) pour une fre´quence
d’e´chantillonnage fs = 10Hz. Les trois satellites sont conside´re´s dans cette
simulation, de manie`re inde´pendante toutefois.
— Un troisie`me type d’exe´cution est imple´mente´ pour l’e´tude de la composi-
tion des imperfections et bruits individuels de chaque module de mesure et
d’actuation sur le bruit d’acce´le´ration final applique´ sur les masses d’e´preuve.
Elle permet d’e´tudier qualitativement le niveau d’impact d’un bruit sur les
performances finales du syste`me. Cette e´tude est une des contributions essen-
tielles de ce travail de simulation. D’une part, elle est source d’information
sur l’interaction de tous les sous-syste`mes au sein de la boucle de re´troac-
tion. A terme, elle peut participer a` l’identification des perfectionnements
e´ventuellement ne´cessaires a` l’atteinte des objectifs scientifiques d’eLISA. On
rappelle que cette de´composition de l’influence des bruits et des imperfections
n’est rendu possible que pour un syste`me line´aire en invoquant le principe de
superposition.
Dans chaque cas, les acce´le´rations auxquelles sont soumises les deux masses
d’e´preuve d’un satellite sont calcule´es en post-traitement. La me´thode utilise´e pour
l’estimation des acce´le´rations est pre´sente´e au chapitre suivant.
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Chapitre 9
Le bruit d’acce´le´ration
Pour de´tecter la variation de chemin optique que parcourt le laser entre la masse
d’e´preuve locale et la masse d’e´preuve distante, trois mesures sont mises en oeuvre.
Un premier interfe´rome`tre est de´die´ a` la mesure de variation de phase du signal lu-
mineux entre les deux bancs optiques distants, cette fluctuation e´tant largement do-
mine´e par l’agitation des satellites. La mesure du de´placement des masses d’e´preuve
au sein de chaque satellite est justement re´alise´e pour soustraire la contribution due
au mouvement relatif des satellites. Si les masses d’e´preuve sont parfaitement libres,
c’est-a`-dire qu’elles ne subissent aucune acce´le´ration, la somme des de´placements
suivant l’axe optique entre un premier satellite et sa masse de re´fe´rence, entre le
premier satellite et le second, puis entre le second et sa masse de re´fe´rence donne
acce`s a` la variation de distance relative entre deux corps de re´fe´rence en chute libre.
Une telle mesure est l’objectif de tout de´tecteur spatial d’ondes gravitationnelles.
Bien suˆr, cette mesure est entache´e d’e´ventuelles acce´le´rations que subissent les
masses d’e´preuve. Ce bruit d’acce´le´ration imite les e↵ets d’une onde gravitationnelle
sur la mesure et a↵ecte essentiellement les basses fre´quences. Le pre´sent simulateur
a pour objectif principal d’estimer ce bruit d’acce´le´ration, d’en identifier les origines
dominantes, de proposer des e´ventuelles ame´liorations et d’e´tudier son comporte-
ment pour diverses configurations du de´tecteur.
9.1 Estimation de l’acce´le´ration subie par les masses
d’e´preuve
9.1.1 Calcul de l’acce´le´ration a` partir des variables d’e´tat
du syste`me
Le simulateur peut fournir pour chaque satellite l’e´volution temporelle de chacune
des variables dynamiques du syste`me, en plus des observations en sortie du syste`me.
On peut ainsi de´terminer a` chaque instant, d’une part la position du satellite par
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rapport au re´fe´rentiel de consigne O, et d’autre part la position des masses d’e´preuve
dans leur logement respectif. Or l’acce´le´ration absolue des masses d’e´preuve peut eˆtre
donne´e par :
~aT/O =
d2
dt2
(~rT/O)J (9.1)
Puisque l’origine du re´fe´rentiel O suit une trajectoire ge´ode´sique, son mouvement
de translation est donc inertiel et l’acce´le´ration de la masse d’e´preuve relativement a`
ce re´fe´rentiel re´ve`le bien l’acce´le´ration absolue de la masse d’e´preuve. On pre´fe`re ici
e´valuer l’acce´le´ration des masses d’e´preuve relativement a` O plutoˆt qu’a` J afin d’e´vi-
ter des proble`mes de pre´cision nume´rique pouvant intervenir lorsque l’on manipule
la distance entre la masse d’e´preuve et le Soleil. Cependant, l’attitude du re´fe´rentiel
O lui confe`re un caracte`re non-inertiel, car ce dernier est en rotation par rapport au
re´fe´rentiel galile´en J . On pre´fe`re donc exprimer cette acce´le´ration dans la base de
vecteurs associe´e a` J :
aJT/O = r¨
J
T/O (9.2)
Cette quantite´ peut s’interpre´ter comme l’acce´le´ration subie par une masse d’e´preuve
par rapport a` un corps dont le centre des masses O suit une trajectoire ge´ode´sique.
Ne´anmoins, a` un instant donne´, la masse d’e´preuve en question se trouve sur une
trajectoire ge´ode´sique qui di↵e`re de celle du corps en O, induisant une acce´le´ration
apparente entre les deux corps due en re´alite´ a` une de´rive orbitale d’origine gra-
vitationnelle 1 (cf. section 5.4). Il est ainsi ne´cessaire de retrancher cette dernie`re
contribution a` l’acce´le´ration en utilisant comme en section ?? un mode`le au premier
ordre de la di↵e´rence de forces gravitationnelles subies par les deux corps.
aJT/O0 = r¨
J
T/O   f Jgrav,T/O (9.3)
Dans cette e´quation on a introduit un nouveau re´fe´rentiel O0 qui n’est autre
que le re´fe´rentiel inertiel local du satellite. En re´alite´, il repre´sente l’ensemble des
re´fe´rentiels inertiels instantane´s dont la position et la vitesse de l’origine co¨ıncident
avec celles de B, centre des masses du satellite, a` chaque instant t.
En introduisant l’acce´le´ration du satellite par rapport a` O pour de´composer le
mouvement de la masse d’e´preuve en fonction des variables dynamiques fournies par
le simulateur, on trouve :
aJT/O0 = r¨
J
B/O + r¨
J
T/H   f Jgrav,T/O (9.4)
En introduisant dans l’e´quation 9.4 les variables d’e´tat dynamiques du syste`me,
on obtient finalement :
1. On parle de de´viation ge´ode´sique en relativite´ ge´ne´rale.
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aJT/O0 =
d2
dt2
(TOJ x1 + T
H
J x5)  f Jgrav,T/O (9.5)
x1 et x5 e´tant respectivement la premie`re et cinquie`me composante du vecteur
d’e´tat dynamique ~X du syste`me.
9.1.2 Calcul de l’acce´le´ration a` partir des forces applique´es
Lors de la re´daction de ce manuscrit, on s’est aperc¸u que le simulateur pouvait
directement donner acce`s aux forces et couples e↵ectivement applique´s aux masses
d’e´preuve, aussi bien dues a` la commande qu’aux diverses imperfections du syste`me.
En fait, les di↵e´rents modules du simulateur peuvent eˆtre assemble´s de sorte que
le syste`me global en boucle ferme´e fournisse en sortie non seulement la mesure des
variables dynamiques mais e´galement les forces et couples agissant sur ces variables.
A une exception pre`s ne´anmoins, car les forces de raideur entre le satellite et les
masses ne sont pas de´crites au sein du vecteur d’entre´e du bloc EOM, mais inter-
viennent directement dans la matrice d’e´tat A des e´quations de mouvement. Il faut
donc ajouter ces dernie`res aux forces et couples donne´s en sortie du simulateur.
aJT/O0 =
T JHf
H
T
mT
+
24⌦2xx ⌦2xy ⌦2xz ⌦2x✓ ⌦2x⌘ ⌦2x'⌦2yx ⌦2yy ⌦2yz ⌦2y✓ ⌦2y⌘ ⌦2y'
⌦2zx ⌦
2
zy ⌦
2
zz ⌦
2
z✓ ⌦
2
z⌘ ⌦
2
z'
35✓rHT/H
↵T/H
◆
(9.6)
Graˆce a` cette me´thode plus directe, on s’e´pargne plusieurs calculs interme´diaires
pouvant a↵ecter la pre´cision nume´rique de l’estimation. Par exemple, on n’est en
aucun cas amene´ a` calculer des de´rive´es nume´riques ou a` comparer des variables
d’ordre de grandeur di↵e´rent, comme cela peut eˆtre le cas avec la me´thode pre´ce´-
dente 2. Ne´anmoins, on de´cide de maintenir e´galement la premie`re me´thode d’estima-
tion dans la discussion, qui a le me´rite de constituer une interpre´tation physique plus
de´taille´e de ce bruit d’acce´le´ration. Par la suite, dans les divers re´sultats pre´sente´s,
on utilise l’expression de l’acce´le´ration de l’e´quation 9.6.
9.2 Projection de l’acce´le´ration sur l’axe sensible
La mesure du de´placement des masses d’e´preuve est e↵ectue´e pour de´terminer le
de´placement du satellite a` soustraire dans la variation de chemin optique entre les
deux bancs distants. En particulier, on souhaite de´terminer l’acce´le´ration du satellite
suivant l’axe optique du lien laser, que l’on appelle axe sensible, afin d’e´liminer
sa contribution a` la fluctuation de phase mesure´e. Cette composante d’inte´reˆt de
2. A l’e´quation 9.5, le de´placement line´aire du satellite x1 par rapport au re´fe´rentiel O est en
ge´ne´ral bien plus important (de plusieurs ordres de grandeur) que le de´placement x5 de la masse
d’e´preuve par rapport au satellite.
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l’acce´le´ration du satellite doit alors eˆtre estime´e par projection du de´placement des
masses d’e´preuve suivant l’axe sensible.
Figure 9.1 – L’alignement imparfait des te´lescopes distants implique une discordance entre axe
sensible et axe Drag-Free.
Les masses d’e´preuve ne sont repe´re´es par les di↵e´rents senseurs que suivant trois
axes, a` savoir les axes ~ex,H, ~ey,H et ~ez,H, perpendiculaires aux parois des comparti-
ments les contenant. Cependant, le syste`me de mesure d’attitude DWS, mentionne´
en section 8.2.1, estime justement l’orientation des ces axes par rapport a` l’axe op-
tique du faisceau laser distant incident. Renseigne´ de cette information, on pourrait
alors projeter a` chaque instant le de´placement mesure´ de la masse d’e´preuve sur
la direction de l’axe sensible estime´e via le syste`me de de´termination d’attitude
DWS. Ne´anmoins, comme e´voque´ pre´ce´demment, les masses d’e´preuve constituent
des corps de re´fe´rence imparfaits et sont ine´vitablement soumises a` un bruit d’ac-
ce´le´ration. La projection de ce bruit d’acce´le´ration suivant l’axe sensible a↵ecte
directement la mesure de la variation de phase entre les bancs optiques.
Il reste donc a` projeter l’expression du bruit d’acce´le´ration de´gage´e dans la sec-
tion pre´ce´dente dans la direction de l’axe sensible. Dans l’analyse, cette direction
est construite comme la ligne joignant le centre de la masse d’e´preuve du satellite
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local local, objet de la simulation, vers le centre de la masse d’e´preuve du satellite
distant, laquelle est suppose´e suivre une trajectoire purement ge´ode´sique. Cette ap-
proximation se justifie par le fait qu’une de´viation du mouvement ge´ode´sique initial
de la masse d’e´preuve distante influence faiblement l’orientation de l’axe sensible, au
vu de la distance d’un million de kilome`tres se´parant les deux masses d’e´preuve aux
deux extre´mite´s du lien laser. On e´crit alors cet axe sensible de la manie`re suivante :
~e12 =
~rT2⇤/O1   ~rT1/O1
k~rT2⇤/O1   ~rT1/O1k (9.7)
ou` l’on mentionne par une aste´risque le fait que la trajectoire de la masse
d’e´preuve nume´ro 2 du satellite distant est ide´alise´e, et ou` l’on de´finit les posi-
tions en re´fe´rence au point O, et non pas J , pour e´viter de manipuler des quantite´s
nume´riques trop importantes.
Finalement, la projection de l’acce´le´ration sur l’axe sensible est donne´e par :
anoise = ~aT/O0 · ~e12 (9.8)
Figure 9.2 – L’acce´le´ration de la masse d’e´preuve est projete´e suivant l’axe sensible. Bien que
cela ne soit pas explicite dans la figure, on distingue bien l’axe sensible de l’axe Drag-Free dans la
projection ge´ome´trique. Le choix entre ces deux axes de projection est possible et parame´tre´ dans
le simulateur.
9.3 Spectre du bruit d’acce´le´ration
L’objectif est d’e´tudier le comportement spectral de ce bruit d’acce´le´ration. En
fonction des di↵e´rentes configurations du simulateur, c’est-a`-dire des modules de
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bruit ou d’imperfections active´s, on sera capable de de´terminer dans quel domaine
de fre´quence telle source de bruit influence le bruit d’acce´le´ration sur les masses
d’e´preuve. On de´cide donc de calculer la densite´ spectrale de puissance DSP du
bruit d’acce´le´ration pre´ce´demment de´fini. Cette quantite´ est l’observable principale
de ce simulateur, du moins dans son roˆle de simulateur de bruit.
On pre´sente dans la figure suivante la DSP du bruit d’acce´le´ration obtenue pour
une simulation type de 1.106s, sectionne´e en 10 se´quences (cf. exe´cution du script
LongRun.m en section 8.8), a` une fre´quence d’e´chantillonnage fs = 10Hz et avec
l’ensemble des modules du simulateur active´ (cf. diagramme en bloc de la figure
8.1).
Sur cette figure, on trace la DSP du bruit d’acce´le´ration exerce´ sur les deux
masses d’e´preuve contenues par le satellite local e´tudie´. On compare ces re´sultats
aux exigences sur le niveau de bruit d’acce´le´ration, dont sont d’ailleurs tire´es les
spe´cifications sur les bruits et imperfections de l’instrument par l’industriel Airbus
Defence & Space. On s’attend donc a` voir correspondre a` une fre´quence f = 1mHz
les courbes re´sultantes de la simulation et la courbe relevant des exigences.
On remarque sur cette courbe que dans la bande de fre´quence 10 3   10 4Hz,
le bruit d’acce´le´ration estime´ est minimal. Dans cette bande de fre´quence, le bruit
d’acce´le´ration se situe au niveau des exigences en atteignant un niveau de bruit
d’environ 2.10 15ms 2Hz 1/2 a` la fre´quence f = 4mHz. On rappelle que la bande
de fre´quence d’observation de la mission LISA est situe´e entre 10 5Hz et 10 1Hz. Ce
re´sultat est donc rassurant quant a` la cohe´rence de la simulation et de la strate´gie
de controˆle mode´lise´e. On note cependant que ce re´sultat est tire´ d’un estimation
du bruit d’acce´le´ration applique´ sur une seule masse d’e´preuve parmi les deux a`
conside´rer pour un bras de l’interfe´rome`tre. Le bruit sur chaque masse d’e´preuve
pouvant eˆtre conside´re´ comme incohe´rent, la multiplication de ce niveau par un
facteur
p
2 permet de de´duire une estimation du bruit d’acce´le´ration observe´ sur
chaque bras 3. On rappelle que, si ne´cessaire, le bruit d’acce´le´ration peut eˆtre calcule´
pour chaque masse d’e´preuve de chaque satellite par l’interme´diaire de l’exe´cution
du script LongRun_LisaCode.m (cf. section 8.8).
On se garde ne´anmoins de donner de quelconques conclusions quantitatives sur
la courbe de sensibilite´ de LISA qui s’en de´duit. Ces exigences sont naturellement at-
teintes par le simulateur, du fait des suppositions faites concernant les imperfections
et niveaux de bruit de tous ses constituants, essentiellement base´es pour l’instant
sur des spe´cifications qui, par de´finition, sont construites pour atteindre de telles
performances. En revanche, ce re´sultat constitue plus une preuve de cohe´rence de la
mode´lisation e↵ectue´e avec celle re´alise´e par l’industriel Airbus Defence & Space. En
3. Ce n’est pas comple`tement vrai en re´alite´. Par l’interme´diaire de la simulation, on peut re-
trouver les acce´le´rations physiques re´elles auxquelles sont soumises les masses d’e´preuve, et c’est
a` partir de ces dernie`res que l’on constitue le bruit d’acce´le´ration pre´sente´ a` la figure 9.3. Mais en
re´alite´, le bruit d’acce´le´ration intervient lors de la recombinaison via TDI des di↵e´rents interfe´ro-
me`tres locaux et scientifiques, et de ce fait, le lien entre le bruit d’acce´le´ration observe´ sur un bras
et les acce´le´rations physiques subies par les masses d’e´preuve n’est pas aussi direct. Ces aspects
seront aborde´s en section 12.2.
128
particulier, l’utilisation des controˆleurs de LPF pour ce simulateur LISA ne semble
pas, a` ce stade, a↵ecter conside´rablement les performances finales en terme de bruit
d’acce´le´ration 4.
Le comportement fre´quentiel de ce bruit d’acce´le´ration sera e´tudie´ dans le cha-
pitre suivant. On de´terminera notamment les contributions individuelles de chacun
des bruits et imperfections a` cette allure. Toutefois, on peut d’ores et de´ja` remar-
quer d’assez fortes remonte´es du niveau de bruit a` la fois a` basse fre´quence et a`
haute fre´quence. D’une part, on note que les mode`les de bruit a` basse fre´quence,
provenant encore une fois de spe´cifications, impliquent souvent des contraintes relati-
vement arbitraires a` tre`s basse fre´quence. La caracte´risation expe´rimentale du bruit
dans ces domaines de fre´quence est souvent complexe, et ne´cessite par de´finition de
longues campagnes de mesure, si bien que le niveau de bruit a` tre`s basse fre´quence
est souvent le fruit d’une extrapolation du comportement fre´quentiel dans la bande
voisine supe´rieure. A haute fre´quence, on verra que la forte augmentation du niveau
de bruit semble provenir de diaphonies importantes au niveau des actuations capa-
citives, notamment entre les couples autour de l’axe ~ex,H et les forces suivant l’axe
~ex,H commande´s pour le controˆle de suspension des masses d’e´preuve.
4. On constatera ne´anmoins au chapitre suivant que cette l’ade´quation imparfaite des controˆ-
leurs vis a` vis de l’expe´rience eLISA est en partie responsable de la de´gradation des performances
a` haute fre´quence.
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Figure 9.3 – Spectres du bruit d’acce´le´ration estime´ des deux masses d’e´preuve d’un satellite de
la constellation. L’acce´le´ration des masses est projete´e suivant l’axe sensible. On repre´sente e´gale-
ment pour comparaison l’exigence de niveau de bruit d’acce´le´ration a˜reqnoise = 3.10
 15ms 2Hz 1/2.
Les spectres pre´sente´s sont des densite´s spectrales d’amplitude DSA moyenne´es sur 10 feneˆtres
temporelles et estime´es a` partir de simulations de dure´e totale T = 1.106s, de fre´quence d’e´chan-
tillonage fs = 10Hz et apre`s application sur les se´ries temporelles d’une feneˆtre d’apodisation de
type Blackmann-Harris.
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Chapitre 10
Analyse des re´sultats de
simulation
On consacre ce chapitre a` la pre´sentation des informations fournies par le si-
mulateur pour les di↵e´rents types d’exe´cution (cf. section 8.8). Par l’interme´diaire
du script LongRun.m, on s’attachera dans un premier temps a` faire l’inventaire de
l’e´volution de chacune des variables dynamiques du syste`me physique, a` savoir les
positions et orientations relatives du satellite et des masses d’e´preuve. On observera
notamment leur comportement au sein de la boucle de re´troaction et ve´rifiera quels
sont les niveaux de performance du controˆle de ces variables dynamiques.
Ensuite, on utilisera le script NoiseDecomposition.m pour analyser la de´com-
position du bruit d’acce´le´ration suivant les contributions de chaque module de bruit
et des imperfections, comme les forces de rappel existant entre le satellite et les
masses d’e´preuve ou les diaphonies pre´sentes dans les syste`mes de mesure et d’ac-
tuation. En particulier, on e´tudiera la forte remonte´e a` haute fre´quence du bruit
d’acce´le´ration en tentant d’identifier son origine.
10.1 Evolution des variables dynamiques
Le mode`le en boucle ferme´e fournit en sortie les mesures ~y de chacune des va-
riables dynamiques du syste`me. Il est ne´anmoins di cile a` partir de ces observations,
utilise´es dans la boucle de re´troaction, de juger des performances de controˆle des
variables dynamiques. Ces observations ~y sont issues de l’addition des variables dy-
namiques ~X observables du syste`me et du bruit ~n de mesure mode´lise´. Le controˆleur
a pour objectif de minimiser ~y, et par conse´quent, son action peut eˆtre influence´e
aussi bien par l’e´volution de variables dynamiques que par le bruit. D’ailleurs, un des
facteurs de performance d’une boucle de re´troaction est sa faible sensibilite´ au bruit,
ge´ne´ralement caracte´rise´e par la fonction de transfert S du meˆme nom. On e´tudie
donc les performances atteintes par le simulateur directement par l’interme´diaire
des variables dynamiques ~X du syste`me. On note que ces variables ne seront bien
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Figure 10.1 – Se´ries temporelles de l’orientation (a` gauche) et de la vitesse angulaire (a` droite)
du satellite par rapport au re´fe´rentiel de consigne O pour une simulation de dure´e T = 1.106s et
de fre´quence d’e´chantillonnage fs = 10Hz
entendu pas accessibles en vol, du moins au travers des observations ~y seulement.
10.1.1 Strate´gie de controˆle et niveau de stabilite´ des va-
riables dynamiques
Dans les figures suivantes, on expose l’e´volution temporelle des positions et orien-
tations des masses d’e´preuve dans leur compartiment pour une simulation d’un mil-
lion de secondes (un peu moins de deux semaines) a` une fre´quence d’e´chantillonnage
fs = 10Hz et comprenant l’ensemble des bruits et imperfections de´crits au chapitre
8. Le calcul a e´te´ de´coupe´ en plusieurs se´quences (cf. section 8.8) et la premie`re, plus
courte que les suivantes, a e´te´ retire´e des re´sultats pre´sente´s. En e↵et, le simulateur
pre´sente des e↵ets transitoires initiaux (constante de temps, overshoot) nettement
accentue´s par la pre´sence des forces continues applique´es sur les masses d’e´preuve.
La stabilisation du syste`me en boucle ferme´e ne´cessite de ce fait une certaine du-
re´e, et l’on coupe alors les premie`res 20000 secondes de la simulation pour garantir
l’e´tablissement du re´gime permanent du syste`me.
Dans chacune de ces figures, on constate une apparente stabilite´ des variables dy-
namiques, ope´re´e par le DFACS , le syste`me en boucle ouverte e´tant intrinse`quement
instable. On observe que pour les coordonne´es de translation, les se´ries temporelles
sont domine´es par un bruit haute fre´quence qui masque comple`tement le comporte-
ment basse fre´quence des variables controˆle´es. Ce n’est pas le cas pour les variables
d’attitude, pour lesquelles on remarque d’amples fluctuations a` basse fre´quence.
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Figure 10.2 – Se´ries temporelles de la position (a` gauche) et de la vitesse (a` droite) de la masse
d’e´preuve nume´ro 1 par rapport au re´fe´rentiel de son logement H1 pour une simulation de dure´e
T = 1.106s et de fre´quence d’e´chantillonnage fs = 10Hz
Figure 10.3 – Se´ries temporelles de l’orientation (a` gauche) et de la vitesse angulaire (a` droite)
de la masse d’e´preuve nume´ro 1 par rapport au re´fe´rentiel de son logement H1 pour une simulation
de dure´e T = 1.106s et de fre´quence d’e´chantillonnage fs = 10Hz
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Figure 10.4 – Se´ries temporelles de la position (a` gauche) et de la vitesse (a` droite) de la masse
d’e´preuve nume´ro 2 par rapport au re´fe´rentiel de son logement H2 pour une simulation de dure´e
T = 1.106s et de fre´quence d’e´chantillonnage fs = 10Hz
Figure 10.5 – Se´ries temporelles de l’orientation (a` gauche) et de la vitesse angulaire (a` droite)
de la masse d’e´preuve nume´ro 2 par rapport au re´fe´rentiel de son logement H2 pour une simulation
de dure´e T = 1.106s et de fre´quence d’e´chantillonnage fs = 10Hz
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En passant en revue les di↵e´rentes se´ries temporelles des coordonne´es, on peut
identifier les strate´gies de controˆle, syste`mes de mesure et d’actuation leur e´tant
associe´s :
— En comparant les figures 10.2 et 10.4, on constate que les coordonne´es z1 et
z2 ne posse`dent pas le meˆme niveau de fluctuations haute fre´quence. En e↵et,
lorsque la premie`re est soumise a` la strate´gie de controˆle Drag-Free, l’autre est
controˆle´e via la suspension capacitive, ce qui signifie que le bruit d’actuation
inhe´rent au syste`me e´lectrostatique a↵ecte cette dernie`re coordonne´e.
— En observant les figure 10.3 et 10.5, on constate que les variables ✓1 et ✓2 font
preuve d’un niveau de bruit a` haute fre´quence plus important que les autres
variables angulaires des masses d’e´preuve. Dans la section 8.2, on a indique´
que ces variables angulaires ne seront pas mesure´es a` l’aide du meˆme syste`me
de mesure, l’angle ✓ autour de l’axe ~ex,H des compartiments e´tant mesure´ par
le syste`me capacitif (IS), tandis que les angles ⌘ et ' respectivement autour
des axes ~ey,H et ~ez,H sont mesure´s par l’interme´diaire du syste`me de mesure
di↵e´rentielle du front d’onde (IFO). Or il y a un facteur 10 entre les niveaux
de bruit a` haute fre´quence de ces deux syste`mes de mesure rendant le syste`me
IFO plus performant.
— De meˆme, on remarque sur les figures 10.2 et 10.4 un niveau de bruit croissant
respectivement pour les coordonne´es x, y et z, du fait a` la fois des di↵e´rences
en terme d’actuation, selon que la strate´gie est de type Drag-Free ou de type
Suspension, et du syte`me de mesure implique´.
10.1.2 Performances requises en re´gime permanent
La documentation Airbus Defence & Space [18] fournit un certain nombre d’exi-
gences concernant le niveau de fluctuations des variables dynamiques en re´gime
permanent. Ces exigences et leur comparaison seront discute´es pour la plupart dans
la section suivante, par l’interme´diaire de l’analyse des spectres issus des se´ries tem-
porelles tout juste expose´es. Une partie de ces exigences contraignent directement les
se´ries temporelles, en recommandant un seuil maximal pour l’erreur de controˆle en
e´tat stationnaire, estime´ par l’e´cart quadratique moyen entre les valeurs prises par
une variable dynamique et sa valeur de consigne traque´e par le syste`me de controˆle.
Pour la plupart des de´gre´s de liberte´ dynamiques, l’erreur de controˆle obtenue
est infe´rieure de plusieurs ordres de grandeur aux exigences prescrites par Airbus
Defence & Space. Plusieurs raisons expliquent ces apparentes bonnes performances.
Tout d’abord, le syste`me de mesure est largement ide´alise´. En particulier, aucun
biais de mesure n’a e´te´ imple´mente´, notamment pour les senseurs capacitifs. De
tels biais peuvent e↵ectivement induire une erreur de controˆle en de´sinformant le
syste`me de controˆle du de´calage re´el entre valeur e↵ective et valeur de consigne. De
plus, certaines exigences indique´es sont directement de´rive´es de celle de LPF , dont
les exigences de performance, notamment en ce qui concerne la vitesse angulaire du
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satellite, sont nettement moins e´leve´es que celle de LISA, et ainsi aise´ment atteintes
par le simulateur compte tenu des niveaux de bruit conside´re´s.
Ne´anmoins, une comparaison pertinente pour cette e´tude concerne l’erreur en
e´tat stationnaire de l’attitude du satellite. On constate que l’erreur conce´de´e par le
simulateur est bien supe´rieure au seuil maximal propose´ par l’industriel. Le tableau
10.1 pre´sente la comparaison entre les re´sultats obtenus et ces seuils d’exigence.
State variable Steady state error requirement (3  ) Steady state error achieved (3  )
⇥ 1.10 8rad 6, 9462.10 7rad
H 1.10 8rad 6, 9462.10 7rad
  1.10 8rad 4, 1783.10 7rad
Table 10.1 – Tableau comparant les exigences d’erreur en re´gime permanent prescrites par l’indus-
triel Airbus Defence & Space et les performances atteintes par le simulateur concernant le controˆle
de l’attitude du satellite
On re´alise ici que les controˆleurs utilise´s ne semblent pas eˆtre su samment per-
formants pour atteindre les exigences en e´tat stationnaire requises. Ce re´sultat n’est
pas e´tonnant, e´tant donne´ que ces controˆleurs d’attitude proviennent directement
de LPF (cf section 8.5.3), dont on a se´lectionne´ des controˆleurs de variable Drag-
Free plutoˆt que d’attitude, le controˆle d’attitude de LISA e´tant nettement plus
exigeant que pour LPF . Ces fortes exigences, qui expliquent par ailleurs les tre`s
faibles niveaux d’erreur tole´re´s dans le tableau 10.1, s’expliquent par les ne´cessite´s
de performance du pointage, afin d’e´viter d’une part un bruit de phase important
duˆ a` l’agitation angulaire du satellite et une mauvaise correspondance entre les axes
Drag-Free du satellite, axes de plus grande sensibilite´ de l’instrument, et les axes
sensibles.
La modification de ces controˆleurs d’attitude paraˆıt donc essentielle et ce point
d’ame´lioration semble constituer une des priorite´s pour l’avenir. Ne´anmoins, ces
erreurs de controˆle semblent pour le moment ne pas a↵ecter de manie`re significative
le bruit d’acce´le´ration subi par les masses d’e´preuve.
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10.2 Performances de controˆle
Le document Airbus Defence & Space [18] indique e´galement un certain nombre
de prescriptions sur les spectres des de´placements en translation et rotation des trois
corps soumis a` la boucle de controˆle. Il est ainsi indique´ que chaque degre´ de liberte´
dynamique devra eˆtre controˆle´ a` un certain niveau de performance minimal, mode´lise´
par une courbe dans le domaine fre´quentiel, pour la bande de fre´quence 10 4Hz 1Hz.
Dans le cas ou` ces conditions de stabilite´ ne sont pas ve´rifie´es, les performances
en terme de sensibilite´ de LISA, au travers notamment du bruit d’acce´le´ration,
peuvent eˆtre amene´es a` se de´te´riorer. Comme e´voque´ dans la section pre´ce´dente,
un controˆle insu sant de l’attitude du satellite se traduit par un bruit de chemin
optique supple´mentaire, de part la fluctuation de l’angle d’incidence du faisceau laser
sur le photore´cepteur du satellite local, mais aussi en raison de l’e´cart fluctuant entre
l’axe de Drag-Free, direction de perturbation minimale pour les masses d’e´preuve,
et l’axe sensible du de´tecteur spatial.
Dans cette section, on se propose de comparer les performances atteintes par le
simulateur avec les niveaux d’exigence pre´sente´s par Airbus Defence & Space. On
rappelle que la boucle de re´troaction du simulateur a e´te´ construite a` l’aide des
controˆleurs de LPF , certainement non-optimaux pour une mission de type LISA.
Cette analyse est une nouvelle occasion de juger de l’utilisation de ces derniers
controˆleurs dans le cadre de LISA, particulie`rement en ce qui concerne le controˆle
d’attitude ou` l’on a utilise´ des controˆleurs LPF issus d’une strate´gie de controˆle
di↵e´rente (Drag-Free).
— Sur la figure 10.6 sont pre´sente´es les performances de controˆle de l’attitude du
satellite atteintes par le simulateur et le spectre maximal recommande´ par
l’industriel. Les exigences sont e´tablies afin de re´duire les contributions de
l’agitation angulaire du satellite sur le bruit de chemin optique de l’interfe´ro-
me`tre scientifique. L’industriel sugge`re ainsi le seuil maximal de fluctuation
d’attitude du satellite suivant :
⇥req = Hreq =  req = 5, 6.10 9radHz 1/2
s
1 +
✓
2, 8mHz
f
◆4
(10.1)
— La figure 10.7 repre´sente quant a` elle cette comparaison pour les degre´s de
liberte´ de translation des masses d’e´preuve, comprenant ainsi a` la fois des
variables de type Drag-Free (x1, z1 et x2) et de type Suspension (y1, y2 et z2).
Les seuils exige´s pour ces degre´s de liberte´ dynamiques sont les suivants :
xreq1 = x
req
2 = 1, 5.10
 9mHz 1/2
s
1 +
✓
f
8mHz
◆4
(10.2)
yreq1 = y
req
2 = 6.10
 9mHz 1/2 (10.3)
zreq1 = z
req
2 = 9.10
 9mHz 1/2 (10.4)
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De telles performances re´duisent l’intensite´ des forces de rappel existant entre
le satellite et les masses d’e´preuve pouvant s’ajouter au bruit d’acce´le´ration.
— Dans la figure 10.8 sont concerne´s les degre´s de liberte´ angulaires des masses
d’e´preuve. Les performances minimales recommande´es du controˆle de l’orien-
tation des masses sont les suivantes :
✓req1 = ✓
req
2 = 430.10
 9radHz 1/2
s
1 +
✓
f
8mHz
◆4
(10.5)
⌘req1 = ⌘
req
2 = 75.10
 9radHz 1/2 (10.6)
'req1 = '
req
2 = 75.10
 9radHz 1/2 (10.7)
Ces recommandations sont e´tablies pour re´duire les contributions de l’agita-
tion angulaire des masses d’e´preuve sur le bruit de chemin optique de l’inter-
fe´rome`tre local.
Les performances expose´es dans les figures pre´ce´dentes semblent globalement sa-
tisfaire les exigences de controˆle dans le domaine fre´quentiel conside´re´ (10 4Hz  
1Hz). On constate ne´anmoins des performances en dessous des seuils d’exigence
pour certaines bandes de fre´quence, qui di↵e`rent selon la nature des degre´s de li-
berte´ e´tudie´s. Ainsi, dans la figure 10.6, on remarque qu’entre 10 2Hz et 10 1Hz,
l’attitude du satellite est contrainte a` un niveau environ deux fois supe´rieur au seuil
maximal recommande´. On se place donc, dans cette bande de fre´quence, dans une
position ou` le chemin optique peut eˆtre a↵ecte´ de manie`re significative d’un bruit
provenant de l’agitation angulaire du satellite. Cet e↵et ne sera pas re´ellement ob-
serve´ dans l’analyse des re´sultats du simulateur, la mesure interfe´rome´trique et en
particulier la pre´sence des quatre quadrants de chaque photode´tecteur n’e´tant pas
inte´gre´e explicitement dans le simulateur. On pourra ne´anmoins e´tudier l’influence
de l’agitation angulaire sur le bruit d’acce´le´ration. On a e´galement une de´te´rioration
des performances de controˆle pour la position des masses d’e´preuve, du moins en
ce qui concerne les composantes y1, y2, z1 et z2 dans le meˆme bande de fre´quence.
Les variables Drag-Free x1 et x2 semblent e´pargne´es par cette de´te´rioration des per-
formances. Enfin, les variables angulaires a chent e´galement des performances en
dessous des exigences, mais cette fois-ci a` basse fre´quence (entre 10 4Hz  10 3Hz).
On remarque cependant qu’il est di cile d’estimer quantitativement la qualite´
du controˆle obtenu a` l’aide de telles re´fe´rences, tant que les di↵e´rents sous-syste`mes
de mesure et d’actuation ne sont pas mode´lise´s de manie`re plus exhaustive et plus
re´aliste. L’e´tude pre´sente´e reste tout de meˆme inte´ressante dans le but de s’assurer de
manie`re qualitative du controˆle raisonnable des variables dynamiques dans la boucle
de re´troaction avant de commencer la discussion des re´sultats de bruit d’acce´le´ration.
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Figure 10.6 – Comparaison entre les performances de controˆle d’attitude du satellite et les exi-
gences prescrites par Airbus Defence & Space. Les densite´s spectrales en amplitude des se´ries
temporelles en figure 10.1 sont confronte´es au mode`le de seuil de l’industriel.
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Figure 10.7 – Comparaison entre les performances de controˆle de la position des masses d’e´preuve
dans leur compartiment et les exigences prescrites par Airbus Defence & Space. Les densite´s spec-
trales en amplitude des se´ries temporelles en figure 10.2 et 10.4 sont confronte´es au mode`le de seuil
de l’industriel.
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Figure 10.8 – Comparaison entre les performances de controˆle de l’orientation des masses
d’e´preuve dans leur compartiment et les exigences prescrites par Airbus Defence & Space. Les
densite´s spectrales en amplitude des se´ries temporelles en figure 10.3 et 10.5 sont confronte´es au
mode`le de seuil de l’industriel.
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10.3 Bruit d’acce´le´ration et de´composition de l’in-
fluence des di↵e´rents bruits et imperfections
Un objectif essentiel de ce simulateur est de participer a` une meilleure compre´-
hension du de´tecteur. En particulier, il permet d’e´tudier l’influence de chaque sous-
module, de leurs impre´cisions et imperfections, sur les perfomances finales atteintes
et juge´es en terme de niveau de bruit d’acce´le´ration. La line´arite´ du simulateur
construit o↵re la possibilite´ d’une de´composition naturelle des di↵e´rentes influences
des sous-modules sur le bruit d’acce´le´ration. La de´composition que l’on propose
consiste a` activer tour a` tour les di↵e´rents bruits, diaphonies ou forces de rappel,
traduisant les imperfections mode´lise´es du de´tecteur, et d’observer le bruit d’acce´-
le´ration qui re´sulte de l’influence des imperfections individuelles. En comparant les
di↵e´rents spectres d’acce´le´ration obtenus avec celui du mode`le complet, on se rend
capable de peser ces contributions individuelles dans divers domaines de fre´quence.
Les bruits d’acce´le´ration calcule´s proviennent une nouvelle fois de simulations
d’une dure´e de 4.106s, divise´e en 41 se´quences de 1.105s, a` l’exception de la premie`re,
plus courte, que l’on conside`re pour soustraire les premiers instants de la simulation
sujets a` un transitoire important. On pratique ainsi 6 simulations di↵e´rentes, pour
lesquelles on active uniquement successivement : le bruit des micropropulseurs, le
bruit du syste`me d’actuation capacitif, le bruit de la mesure di↵e´rentielle de front
d’onde, le bruit du syste`me interfe´rome´trique, le bruit des senseurs inertiels et enfin,
les forces directes applique´es sur les masses d’e´preuve. Une dernie`re simulation est
e↵ectue´e dans laquelle tous les bruits sont ope´rationnels simultane´ment.
On a che les densite´s spectrales en amplitude du bruit d’acce´le´ration estime´
dans chaque simulation dans la figure 10.9. On se concentre pour l’instant sur la
de´composition des influences des bruits individuels associe´s aux di↵e´rents modules de
l’instrument sur le bruit d’acce´le´ration, afin d’identifier les contributions dominantes
suivant les bandes de fre´quence du domaine e´tudie´. On distingue alors trois bandes de
fre´quence pour lesquelles le bruit d’acce´le´ration de´crit un comportement di↵e´rent :
— A basse fre´quence, entre 10 5Hz et 10 4Hz, on observe une remonte´e du bruit
d’acce´le´ration jusqu’a` un niveau de 10 14mHz 1/2. Cette remonte´e a` basse
fre´quence semble eˆtre domine´e de manie`re e´quivalente par le bruit de pertur-
bations directes sur les masses d’e´preuve et celui du syste`me de mesure in-
terfe´rome´trique. En e↵et, les mode`les de bruit utilise´s pour ces sous-syste`mes
admettent bien une remonte´e dans ce domaine de fre´quence. De plus, les
perturbations directes se traduisent par l’application d’une acce´le´ration sur
la masse d’e´preuve, et par conse´quent, leur influence sur l’allure du bruit
d’acce´le´ration n’est que le reflet direct de leur comportement fre´quentiel.
— En milieu de domaine (10 4Hz et 2.10 3Hz), au coeur de la bande de fre´-
quence d’observation de LISA, le bruit d’acce´le´ration paraˆıt cette fois-ci eˆtre
domine´ uniquement par les perturbations directes. Une nouvelle fois, ces per-
turbations ont une influence directe sur le bruit d’acce´le´ration.
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Figure 10.9 – De´composition des contributions de chaque source individuelle de bruit et de per-
turbation sur le spectre de bruit d’acce´le´ration. Les modules de bruit et de perturbation sont tour
a` tour active´s isole´ment jusqu’a` la dernie`re simulation ou` tous sont e↵ectifs simultane´ment. Le
caracte`re line´aire du mode`le en boucle ferme´e permet d’a rmer que la somme des contributions
individuelles aboutit au spectre d’acce´le´ration total estime´ en pre´sence de l’ensemble des sources de
bruit et de perturbation. On remarque ne´anmoins que pour chacune des simulations, on conside`re
une re´alisation des bruits distincte, si bien que l’a rmation pre´ce´dente n’est valable que statistique-
ment. Les spectres pre´sente´s sont des densite´s spectrales d’amplitude dsa moyenne´es sur 10 feneˆtres
temporelles et estime´es a` partir de simulations de dure´e totale T = 4.106s, de fre´quence d’e´chan-
tillonage fs = 10Hz et apre`s application sur les se´ries temporelles d’une feneˆtre d’apodisation de
type Blackmann-Harris.
— A haute fre´quence, on observe une remonte´e conside´rable de l’influence du
bruit des senseurs inertiels sur le bruit d’acce´le´ration. Cette source d’in-
certitude domine largement le bruit d’acce´le´ration a` partir de la fre´quence
f = 2.10 3Hz. En fait, la contribution du bruit des senseurs inertiels est tre`s
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indirecte et agit sur le bruit d’acce´le´ration par l’interme´diaire des diaphonies
d’actuation du syste`me capacitif. La sensibilite´ de la boucle d’asservissement
vis a` vis du bruit des senseurs semble eˆtre mise en e´vidence ici. On discutera
plus longuement de ce phe´nome`ne important dans les sections suivantes.
— A la fre´quence 10 1Hz, on observe une rupture brutale de la pente de la
courbe qui commence alors a` de´croˆıtre. On interpre`te cette rupture comme
e´tant induite par le gain des controˆleurs. On observe en e↵et sur les figures
8.16 et 8.16 que le gain des controˆleurs chutent brutalement aux environs de
la fre´quence 10 1Hz. Ce qui signifie qu’au-dela` de 10 1Hz, le controˆle e↵ectue´
par le syste`me capacitif s’e↵ace peu a` peu re´duisant ainsi toutes perturbations
directes sur les masses d’e´preuve induites par diaphonie suivant l’axe Drag-
Free.
Le bruit du syte`me capacitif a ici une influence secondaire sur le bruit d’acce´-
le´ration, son action e´tant interdite suivant les axes Drag-Free par la strate´gie de
controˆle. On remarque ici l’intereˆt d’avoir distingue´ les bruits d’origine capacitive
des perturbations externes directes sur les masses d’e´preuve comme e´voque´ dans la
section 8.3.2. Cela permet notamment d’observer la strate´gie de controˆle a` l’oeuvre
sur la figure 10.9, en remarquant la faible contribution du bruit capacitif.
L’influence du syste`me de micropropulsion, quant a` elle, s’exerce, plutoˆt a` haute
fre´quence entre 10 3Hz et 3.10 2Hz. Au-dela` de 3.10 2Hz, on observe a` nouveau
une rupture dans le comportement du bruit d’acce´le´ration qui s’explique par une
chute du gain du mode`le de bruit associe´ aux micropropulseurs a` haute fre´quence
(cf. section 8.3.1).
10.3.1 Bruit d’acce´le´ration a` basse fre´quence : perturba-
tions directes et syste`me interfe´rome´trique
On de´sire expliquer l’origine de l’influence a` basse fre´quence des bruits d’inter-
fe´rome´trie et des forces perturbatrices directes. Pour cette dernie`re perturbation,
l’influence est tout a` fait directe, puisqu’elle consiste a` appliquer directement une
acce´le´ration sur les masses d’e´preuve selon les axes Drag-Free ~x1 et ~x2. La nature de
ces forces perturbatrices a e´te´ de´taille´e dans la section 8.4.1.
Dans la figure 10.10, on e´tudie la corre´lation entre l’allure du bruit d’acce´le´ration
a` basse fre´quence et la coloration des bruits individuels dans ce domaine. A cet
e↵et, on modifie tous les mode`les de bruit en conside´rant uniquement des bruits
blancs en entre´e du simulateur. On observe ainsi sur la figure qu’a` basse fre´quence,
10 5Hz et 10 3Hz, et seulement dans ce domaine, les meˆmes spectres d’influence de´ja`
pre´sente´s dans la figure 10.9 s’aplatissent. Le comportement du bruit d’acce´le´ration
dans ce domaine de fre´quence semble donc comple`tement corre´le´ aux comportements
fre´quentiels des bruits individuels. Dans cette situation, le bruit d’acce´le´ration est
plus largement encore domine´ par les perturbations directes.
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Figure 10.10 – De´composition des contributions de chaque source individuelle de bruit et de per-
turbation sur le spectre de bruit d’acce´le´ration (T = 4.106s, moyenne sur 10 feneˆtres temporelles,
fs = 10Hz, feneˆtre de type Blackmann-Harris). Sur cette figure, on conside`re des mode`les
de bruit uniformes dans le domaine de fre´quence. Il en re´sulte un aplatissement du
spectre du bruit d’acce´le´ration a` basse fre´quence. Cette figure doit eˆtre compare´e a` la figure
10.9.
En ce qui concerne les bruits de mesure interfe´rome´trique, le lien est plus indirect
et ne´cessite davantage d’investigations. Le mode`le de bruit du syste`me interfe´rome´-
trique conside´re´ admet une forte remonte´e a` basse fre´quence comme on l’a e´voque´ en
section 8.2.2. Ce bruit de mesure important est interpre´te´ par les controˆleurs comme
un mouvement des masses d’e´preuve, et ces derniers re´agissent en commandant des
forces au satellite afin de recentrer les masses suivant les axes ~x des compartiments,
en accord avec la strate´gie Drag-Free. Les forces de rappel existantes entre le satellite
et les masse d’e´preuve (cf. section 8.4.2) vont terminer de corre´ler ce bruit de mesure
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avec le bruit d’acce´le´ration subi par les masses d’e´preuve.
Dans la figure 10.11, on re´alise a` nouveau la meˆme succession de simulations
en supprimant, pour chacune d’entre elles, les forces de raideur existantes entre le
satellite et les masses d’e´preuve. On observe alors une chute tre`s nette de l’e↵et du
bruit interfe´rome´trique sur le bruit d’acce´le´ration a` basse fre´quence, ce qui semble
conforter l’interpre´tation donne´e au paragraphe pre´ce´dent.
Figure 10.11 – De´composition des contributions de chaque source individuelle de bruit et de per-
turbation sur le spectre de bruit d’acce´le´ration (T = 4.106s, moyenne sur 10 feneˆtres temporelles,
fs = 10Hz, feneˆtre de type Blackmann-Harris). Sur cette figure, on supprime les forces de
raideur existantes entre le satellite et la masse d’e´preuve. On observe alors un e↵on-
drement de l’influence du bruit des senseurs interfe´rome´triques et capacitifs a` basse
fre´quence. Cette figure doit eˆtre compare´e a` la figure 10.9.
On note e´galement a` partir de cette figure que l’influence du bruit de mesure
interfe´rome´trique n’est pas la seule a` eˆtre fortement diminue´e par la de´sactivation
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des forces de rappel. C’est le cas aussi du bruit des senseurs inertiels et du bruit
d’actuation capacitive. On peut donc ge´ne´raliser cette interpre´tation en proposant
qu’a` basse fre´quence toute agitation des masses d’e´preuve autour de leur position
de consigne au sein de leur compartiment est responsable d’un bruit d’acce´le´ration
important par couplage avec la raideur du syste`me. Le bruit d’actuation capacitive,
de manie`re directe, ou le bruit des senseurs inertiels, par l’interme´diaire de la loi de
controˆle, sont responsables d’un telle agitation, particulie`rement a` basse fre´quence
ou` les mode`les de bruit conside´re´s admettent ge´ne´ralement de fortes remonte´es. On
rappelle que cette raideur (positive) implique des forces qui de´stabilisent le syste`me :
plus la masse d’e´preuve s’e´loigne de son point d’e´quilibre et plus ces forces encou-
ragent cet e´loignement. Le terme de forces de rappel, introduit par analogie avec un
oscillateur harmonique, paraˆıt alors abusif puisque c’est bien l’inverse qui se produit
ici.
10.3.2 Bruit d’acce´le´ration a` haute fre´quence : senseurs iner-
tiels et syste`me de micropropulsion
Dans le domaine des hautes fre´quences, on constate une tre`s large domination de
l’influence des senseurs inertiels, qui commence autour de 2.10 3Hz pour culminer
a` 10 1Hz, fre´quence a` partir de laquelle sa contribution s’e↵ondre, en concordance
avec la fonction de transfert de la loi de controˆle en suspension. Cette influence,
bien que conside´rable est tout a` fait indirecte. En fait, il faut d’abord remarquer
que les variables dynamiques mesure´es par les senseurs inertiels sont toutes des
variables controˆle´es en suspension, c’est-a`-dire a` l’aide du syste`me d’actuation capa-
citif. Ces actuations peuvent eˆtre sujettes a` d’importantes diaphonies, transformant
par exemple une commande de forces suivant l’axe Y d’un compartiment, ou aussi
bien un couple autour de cet axe, en la force ou le couple e↵ectif correspondant
auquel s’ajoute une force ou couple suivant un autre axe, en particulier l’axe ~x
de Drag-Free cense´ eˆtre e´pargne´ de toutes forces directes. Cette imperfection ge´o-
me´trique du syste`me d’actuation capacitif a donc tendance a` engendrer des forces
suivant les axes Drag-Free, alors meˆme que ces axes devraient en eˆtre entie`rement
pre´serve´s par de´finition.
Les senseurs inertiels constituent un syste`me de mesure des de´placements plus
impre´cis que la mesure interfe´rome´trique, introduisant un bruit de mesure plus im-
portant. A nouveau, ce bruit de mesure peut eˆtre interpre´te´ par les controˆleurs
comme des de´placements ou rotations re´els des masses, engageant alors des forces
commande´es pour stabiliser le syste`me. Le bruit des senseurs sera ainsi corrige´ par le
syste`me capacitif, qui introduit alors par diaphonie des forces sur les masses suivant
l’axe Drag-Free. Les niveaux de bruit importants des senseurs inertiels aggravent la
situation en ne´cessitant des forces commande´es plus e´leve´es.
Dans la figure 10.12 on re´alise la meˆme de´marche que dans la figure pre´ce´dente.
On re´alise la se´rie de simulations en de´sactivant a` chaque fois la matrice de diaphonie
introduisant les imperfections ge´ome´triques du syste`me d’actuation capacitif. On
147
observe alors une tre`s claire diminution du niveau de bruit d’acce´le´ration a` haute
fre´quence, l’influence du bruit des senseurs inertiels e´tant rele´gue´e a` la troisie`me
contribution par ordre d’importance. Le bruit du syste`me de micropropulsion domine
maintenant le niveau de bruit dans ce domaine de fre´quence.
Figure 10.12 – De´composition des contributions de chaque source individuelle de bruit et de per-
turbation sur le spectre de bruit d’acce´le´ration (T = 4.106s, moyenne sur 10 feneˆtres temporelles,
fs = 10Hz, feneˆtre de type Blackmann-Harris). Sur cette figure, on supprime les diapho-
nies d’actuation du syste`me capacitif. On constate la chute de l’influence du bruit des
senseurs inertiels a` haute fre´quence. Cette figure doit eˆtre compare´e a` la figure 10.9.
Par l’interme´diaire de cette figure, on re´ve`le l’origine de l’influence du bruit
des senseurs inertiels dans le spectre du bruit d’acce´le´ration estime´. Cette influence
semble clairement eˆtre la conse´quence des diaphonies d’actuation. On se propose
d’aller plus loin, en cherchant a` savoir quels e´le´ments de la matrice de diaphonie
sont particulie`rement responsables. Sur la figure 10.13, on repre´sente la meˆme se´rie
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de simulations ou` l’on a cette fois-ci de´sactive´ un seul e´le´ment de la matrice de
diaphonie d’activation capacitive. Cet e´le´ment, note´  CAPACT✓!x , exprime la fuite du
couple commande´ par les controˆleurs autour de l’axe ~x1 du compartiment de la
masse d’e´preuve nume´ro 1 vers une force re´siduelle applique´e suivant l’axe ~x1. On
constate alors que l’e↵et de la diaphonie discute´e pre´ce´demment semble entie`rement
se re´sumer a` cet e´le´ment, l’influence des senseurs inertiels e´tant conside´rablement
re´duit a` l’instar de la figure 10.12.
Figure 10.13 – De´composition des contributions de chaque source individuelle de bruit et de per-
turbation sur le spectre de bruit d’acce´le´ration (T = 4.106s, moyenne sur 10 feneˆtres temporelles,
fs = 10Hz, feneˆtre de type Blackmann-Harris). Sur cette figure, on supprime uniquement
le terme de diaphonie  ✓!x du syste`me capacitif d’actuation. On constate e´galement
une chute de l’influence du bruit des senseurs inertiels a` haute fre´quence. Cette figure
doit eˆtre compare´e aux figures 10.9 et 10.12.
Physiquement, cette constatation paraˆıt e´tonnante puisque la rotation mise en
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jeu dans cet e↵et est la rotation suivant l’axe ~x1. Au premier abord, on aurait
tendance a` penser que la commande d’un couple suivant les deux autres axes ~y1 et
~z1 serait plus a` meˆme d’engendrer une force re´siduelle suivant l’axe ~x1. Par exemple,
dans le cas ou` le potentiel de chaque e´lectrode implique´e dans l’application du couple
n’est pas identique en valeur absolue, on introduit alors une telle force re´siduelle.
C’est d’ailleurs une des principales sources de diaphonie pour ce syste`me d’actuation.
Mais les rotations autour de ~x1 ne sont pas concerne´es au premier ordre par cette
situation, car les e´lectrodes sollicite´es par un tel couple ne sont pas re´parties suivant
les faces X du compartiment (cf figure 8.5).
En re´alite´, une telle influence sur le bruit d’acce´le´ration s’explique par le fait que
la variable angulaire ✓ de rotation autour de l’axe ~x est la seule variable angulaire
a` eˆtre mesure´e par l’interme´diaire des senseurs inertiels, introduisant un niveau de
bruit plus important que celui du syste`me interfe´rome´trique. De plus, les valeurs de
diaphonie utilise´es dans le mode`le et recommande´es par l’industriel Airbus Defence
& Space semblent avoir e´te´ amplifie´es de manie`re arbitraire, en particulier pour l’e´le-
ment  CAPACT✓!x ici concerne´, dont la valeur indique´e est 0, 21739radm
 1 [18]. On note
que ces valeurs proviennent directement de celles estime´es pour l’expe´rience LPF
[16]. Enfin, l’utilisation des controˆleurs de LPF pourrait faire preuve d’une certaine
responsabilite´ sur ces e↵ets de diaphonie, en sollicitant des couples d’actuation trop
e´leve´s autour des axes ~x. Au vu de l’importance du phe´nome`ne, il semble ne´cessaire
de s’y arreˆter un instant. On consacre la section suivante a` la description physique
de la diaphonie d’actuation et plus ge´ne´ralement a` l’interpre´tation d’un tel impact
sur le bruit d’acce´le´ration.
Une fois l’influence de la diaphonie d’actuation retire´e, la contribution dominante
au bruit d’acce´le´ration devient le bruit des micropropulseurs. Dans la figure 10.11
correspondant a` la suppression des forces de raideur, on a pu remarquer un a↵ai-
blissement de l’influence de ce bruit. En e↵et, le bruit des micropropulseurs entraˆıne
une agitation du satellite qui, au travers de la raideur du syste`me, a↵ecte les masses
d’e´preuve. De plus, une agitation angulaire du satellite impose a` la loi de controˆle
une actuation angulaire via le syste`me capacitif qui, comme on vient de l’observer,
introduit une acce´le´ration re´siduelle sur les masses d’e´preuve par l’interme´diaire de
la diaphonie d’actuation. Ces deux e↵ets de raideur et de diaphonie se combinent
pour expliquer cette contribution significative. Dans la figure 10.14, on de´sactive
a` la fois les forces de raideur et les diaphonies. On constate alors un net recul de
cette influence sur le bruit d’acce´le´ration a` haute fre´quence, ce dernier e´tant alors
sensiblement domine´ par les forces de perturbation directes.
10.4 Bruit d’acce´le´ration et diaphonie d’actuation
Dans la documentation de l’industriel Airbus Defence & Space au sujet des spe´ci-
fication de LISA [18], on remarque des recommandations particulie`res, non discute´es
jusqu’a` pre´sent, concernant les actuations capacitives maximales commande´es par la
loi de controˆle. L’industriel prescrit alors de ne pas de´passer les niveaux d’actuation
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Figure 10.14 – De´composition des contributions de chaque source individuelle de bruit et de per-
turbation sur le spectre de bruit d’acce´le´ration (T = 4.106s, moyenne sur 10 feneˆtres temporelles,
fs = 10Hz, feneˆtre de type Blackmann-Harris). Sur cette figure, on de´sactive a` la fois les
forces de raideur et les diaphonies d’actuation du syste`me capacitif. Le niveau du bruit
d’acce´le´ration a` haute fre´quence diminue conside´rablement apre`s la forte re´duction
des contributions du bruit des senseurs inertiels et du syste`me de micropropulsion,
jusqu’alors pre´ponde´rantes dans ce domaine de fre´quence. Cette figure doit eˆtre compare´e
aux figures 10.9 et 10.12.
commande´s suivants, donne´s en unite´ d’acce´le´ration :
ureqy1 = u
req
y2 = 1, 3.10
 13ms 2Hz 1/2
s
1 +
✓
f
8mHz
◆4
(10.8)
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ureqz2 = 2, 8.10
 13ms 2Hz 1/2
s
1 +
✓
f
8mHz
◆4
(10.9)
ureq✓1 = u
req
✓2
= 1, 35.10 11rad s 2Hz 1/2
s
1 +
✓
f
8mHz
◆4
(10.10)
ureq⌘1 = u
req
⌘2
= 0, 17.10 11rad s 2Hz 1/2
s
1 +
✓
f
8mHz
◆4
(10.11)
ureq'1 = u
req
'2
= 0, 17.10 11rad s 2Hz 1/2
s
1 +
✓
f
8mHz
◆4
(10.12)
Ces recommandation sont e´tablies afin de minimiser les e↵ets de diaphonie orga-
nisant la fuite des actuations suivant les axes cite´s vers l’axe Drag-Free. Autrement
dit, respecter ces recommandations de niveau d’actuation re´duirait nettement l’in-
fluence de la diaphonie d’actuation sur le bruit d’acce´le´ration que l’on a observe´
dans la section pre´ce´dente. Ces prescriptions ont e´te´ e´value´es pour des valeurs de
diaphonie donne´es, en re´alite´ directement tire´es de LPF . Cependant, ces valeurs de
diaphonie semblent plutoˆt pessimistes pour quelques degre´s de liberte´, en particulier
pour l’e´le´ment de diaphonie  CAPACT✓!x transformant une actuation angulaire en ✓ vers
une force applique´e suivant l’axe ~x.
On aperc¸oit alors deux chemins possibles pour re´duire l’influence de la diaphonie
sur le bruit d’acce´le´ration final :
— On peut s’assurer que les forces et couples commande´s par la loi de controˆle
au syste`me d’actuation capacitif ne de´passe les seuils fixe´s par Airbus De-
fence & Space. Dans ce cas, la loi de controˆle est directement concerne´e et
une modification est ne´cessaire au vu des re´sultats obtenus dans la section
pre´ce´dente.
— On peut estimer que la diaphonie est surestime´e. Dans ce cas les exigences
prescrites en terme d’actuation maximale deviennent excessives, et on peut
se satisfaire d’une loi de controˆle moins performante.
Ces deux orientations distinctes seront discute´es dans les sections suivantes.
10.4.1 Seuil maximal d’actuation et performances de controˆle
Forces et couples commande´s par le controˆle en suspension
On se propose de comparer les forces commande´es aux actuateurs capacitifs
lors des simulations pre´sente´es en section 10.3 avec les exigences de l’industriel, en
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particulier celles impliquant le controˆle des angles ✓, angle de rotation des masses
d’e´preuve autour de leur axe ~x respectif, mentionne´ a` l’e´quation 10.10.
Il est possible de parame´trer le simulateur de sorte qu’il renvoie en sortie les
forces et couples instantane´s commande´s par les controˆleurs (module DFACS de la
figure 8.1). En estimant le spectre d’amplitude de ces commandes, on pre´sente cette
comparaison dans la se´rie de figures suivante.
En passant en revue l’ensemble de ces spectres, on remarque un de´passement
fre´quent des seuils d’actuation dans la bande de fre´quence de 10 3Hz a` 10 2Hz d’un
facteur infe´rieur a` 10. Ce de´passement de seuil est sensiblement plus franc pour le
cas de l’actuation angulaire en ✓, en figure 10.17, pour lequel le domaine de fre´quence
concerne´ atteint quasiment 10 1Hz. Ce domaine co¨ıncide bien avec celui de la domi-
nation de l’influence des senseurs inertiels, et donc de la diaphonie d’actuaction, sur
le spectre du bruit d’acce´le´ration (cf. figure 10.9). On a donc une corre´lation claire
entre cette transgression des exigences et la de´te´rioration des performances a` haute
fre´quence du simulateur en terme de bruit d’acce´le´ration.
Sensibilite´ de la boucle de controˆle au bruit des senseurs inertiels
Ces actuations trop importantes demande´es par la boucle de controˆle semblent
donc eˆtre responsables d’un tel niveau de bruit d’acce´le´ration a` haute fre´quence.
On interpre`te ces niveaux de commande comme influence´s par le fort niveau de
bruit provenant des senseurs capacitifs. Les controˆleurs acquie`rent leur information
a` travers ce syste`me de mesure et peuvent confondre les mouvements re´els de masses
d’e´preuve avec le bruit de mesure de l’instrument.
La sensibilite´ des controˆleurs a` diverses sources de perturbation peut eˆtre analy-
se´e a` partir d’un ensemble de fonctions de transfert, donnant le ratio, dans le domaine
de Laplace, entre les forces commande´es en sortie du controˆleur et les perturbations
en question. Ce sont les fonctions de transfert du mode`le en boucle ferme´e. Chaque
perturbation intervient en entre´e d’un module spe´cifique du diagramme en bloc (cf.
figure 10.20). A ce titre, la sensibilite´ du controˆleur a` des perturbations de nature
distincte (bruit de mesure, forces et couples directs) se traduira par une fonction
de transfert distincte. Les controˆleurs peuvent ainsi eˆtre optimise´s de sorte que la
sensibilite´ aux bruits et aux forces perturbatrices soit minimise´e tout en pre´servant
au possible les performances de controˆle sur les variables dynamiques.
Lors de la construction des controˆleurs, l’industriel e´voque cette optimisation [17]
en terme de deux fonctions de re´ponse en boucle ferme´e : la fonction de sensibilite´
et la fonction de sensibilite´ comple´mentaire. Ces fonctions de´pendent a` la fois de la
fonction de transfert K des controˆleurs et de celle du mode`le dynamique a` controˆler
G augmente´ des syste`mes d’actuation et de mesure. Les e´quations 10.13 et 10.14
font intervenir ces deux fonctions de transfert.
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Figure 10.15 – Performances de controˆle : comparaison entre les niveaux des forces applique´es par
le syste`me d’actuation capacitif suivant les axes ~y1 et ~y2 et les seuils maximaux recommande´s
par l’industriel
Figure 10.16 – Performances de controˆle : comparaison entre les niveaux des forces applique´es
par le syste`me d’actuation capacitif suivant l’axe ~z2 (coordonne´e z1 en Drag-Free) et les seuils
maximaux recommande´s par l’industriel
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Figure 10.17 – Performances de controˆle : comparaison entre les niveaux
des couples applique´s par le syste`me d’actuation capacitif autour des axes
~x1 et ~x2 et les seuils maximaux recommande´s par l’industriel
Figure 10.18 – Performances de controˆle : comparaison entre les niveaux des couples applique´s par
le syste`me d’actuation capacitif autour des axes ~y1 et ~y2 et les seuils maximaux recommande´s
par l’industriel
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Figure 10.19 – Performances de controˆle : comparaison entre les niveaux des couples applique´s par
le syste`me d’actuation capacitif autour des axes ~z1 et ~z2 et les seuils maximaux recommande´s
par l’industriel
y(s) =   G(s)K(s)
1 +G(s)K(s)
⌘(s) +
G(s)
1 +G(s)K(s)
z(s) +
1
1 +G(s)K(s)
d(s) (10.13)
u(s) =   G(s)K(s)
1 +G(s)K(s)
z(s)  K(s)
1 +G(s)K(s)
⌘(s)  K(s)
1 +G(s)K(s)
d(s) (10.14)
A partir de ces relations, donnant les mesures et les actuations en boucle ferme´e
en fonction des di↵e´rentes variables d’entre´e du simulateur, on de´finit les fonctions
de sensibilite´ comme :
S(s) =
1
1 +G(s)K(s)
T (s) =
G(s)K(s)
1 +G(s)K(s)
(10.15)
Le gain de ces fonctions de transfert, en particulier la fonction de sensibilite´
comple´mentaire T (s) qui est concerne´e dans cette discussion, doit respecter un cer-
tain nombre de conditions pour par exemple e´viter une sensibilite´ au bruit trop
importante, susceptible de se traduire par une re´action exage´re´e du controˆleur. Les
contraintes sur ces fonctions sont donne´es par :
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Figure 10.20 – Diagramme en bloc simplifie´ du syste`me en boucle ferme´e. Le syste`me dynamique
G, augmente´ des mode`les des senseurs et des actuateurs, est stabilise´ par une loi de controˆle
K. Cette figure sert d’illustration pour la sensibilite´ de la boucle de controˆle en divers signaux
perturbateurs que constituent : les forces et couples z de perturbation directe a↵ectant la dynamique,
les perturbations d sur les variables de sortie du syste`me dynamique (non conside´re´es dans le
simulateur) et les bruits de mesure ⌘ s’ajoutant aux mesures en sortie de G(s). Les signaux r, e, u
et yp correspondent respectivement au signal r de re´fe´rence a` traquer (dans la simulation ce vecteur
est nul), au signal d’erreur e en entre´e des controˆleurs K, des forces et couples commande´s u par
ces derniers, et des mesures yp des variables dynamiques du syste`me. Figure tire´e de [17]
S  yreq
Gzspec
T  yreq
⌘spec
(10.16)
T  Gumax
⌘spec
T  umax
zspec
(10.17)
La premie`re contrainte sur S est de´finie pour re´duire autant que possible l’im-
pact des forces perturbatrices et des bruits d’actuation sur l’e´volution des variables
dynamiques. En ce qui concerne la fonction de sensibilite´ comple´mentaire T , trois
contraintes sont exprime´es, dont la premie`re assure que le controˆleur n’accentue pas
davantage le bruit provenant du syste`me de mesure, la seconde a pour but d’at-
te´nuer la sensibilite´ des forces commande´es aux bruits d’actuation et autres forces
perturbatrices, et enfin, la dernie`re a comme objectif de re´duire l’influence du bruit
de mesure sur les forces commande´es.
Ces contraintes sont construites en terme des exigences et spe´cifications de´ja` dis-
cute´es tout au long de cette partie. Les mode`les de bruit et de perturbation conside´-
re´s ici (respectivement ⌘spec et zspec) sont ceux utilise´s par le simulateur et pre´sente´s
au chapitre 8. Les exigences indique´es dans l’e´quation 10.17, qu’elles concernent
les performances atteintes (yreq dans l’e´quation, cf. section 10.2) ou les niveaux de
commande (umax dans l’e´quation, cf. section pre´ce´dente) ont e´galement e´te´ discute´es.
Dans la figure 10.21, on compare les fonctions de sensibilite´ S et T du simulateur,
pour le degre´ de liberte´ dynamique ✓1, avec les specifications propose´es par l’indus-
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Figure 10.21 – Diagramme de Bode des fonctions de transfert de sensibilite´ S (en rose) et T
(en vert) du syste`me en boucle ferme´e concernant le degre´ de liberte´ dynamique ✓1. L’industriel
Airbus Defence & Space pre´conise des limites supe´rieures pour ces fonctions de transfert qui sont
repre´sente´es par des lignes discontinues. En outre, on remarque que la fonction T se situe dans la
zone de´conseille´e, dessine´e en bleu, dans la bande de fre´quence 10 3  10 1Hz. Ce franchissement
de la limite supe´rieure Tspec2 en noir se traduit par une forte sensibilite´ de la commande de forces
et de couples au bruit de la mesure.
triel Airbus Defence & Space. On s’inte´resse particulie`rement a` Tspec2 =
umax
⌘spec , les
autres contraintes e´tant visiblement respecte´es (hormis Tspec1). Ainsi, on remarque
que la fonction T se situe au dela` des specifications a` l’inte´rieur du domaine de
fre´quence 10 3Hz  f  10 2Hz, ce meˆme domaine concerne´ par les forces com-
mande´es trop importantes de la section pre´ce´dente.
Par l’interme´diaire de cette fonction T , on a mis en e´vidence la grande sensibi-
lite´ des controˆleurs en suspension au bruit des senseurs inertiels, du moins pour la
variable dynamique ✓1. Ceci montre qu’une manie`re d’atte´nuer le niveau de bruit
d’acce´le´ration a` haute fre´quence, entraˆıne´ indirectement par le bruit des senseurs
inertiels, est de reconstruire un ensemble de controˆleurs optimise´s de sorte que cette
sensibilite´ soit re´duite autant que possible. Ne´anmoins, gardons a` l’esprit que cet
e↵et sur le bruit d’acce´le´ration ne se produit que par l’interme´diaire des imperfec-
tions du syste`me d’actuation capacitif, et en particulier de la diaphonie. Dans le cas
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ou` ces imperfections se verraient atte´nue´es, la grande sensibilite´ de la loi de controˆle
au bruit de mesure aurait de bien moindres conse´quences sur le bruit d’acce´le´ration
dans le domaine des hautes fre´quences.
Figure 10.22 – Diagramme de Bode des fonctions de transfert de sensibilite´ S (en rose) et T (en
vert) du syste`me en boucle ferme´e concernant le degre´ de liberte´ dynamique ✓1. Apre`s re´duction
du gain du controˆleur, la fonction T se de´gage de la zone interdite en bleu, diminuant alors l’in-
fluence du bruit de la mesure sur la commande, au de´triment cependant d’une hausse des courbes
de sensibilite´ S et T autour de la fre´quence f = 5.10 4Hz, ou` la fonction T franchit la limite
supe´rieure Tspec1. On s’attend donc a` observer une sensibilite´ accrue des performances de controˆle
de la variable dynamique ✓ au bruit des senseurs. Une modification plus e´labore´e du controˆleur est
bien entendu ne´cessaire pour satisfaire l’ensemble des exigences.
On propose alors une premie`re tentative simpliste de modification des controˆ-
leurs. On re´duit simplement le gain des controˆleurs de suspension pour le degre´ de
liberte´ ✓ d’un facteur 7, et on observe l’e↵et de cette modification sur les fonctions
sensibilite´ et le spectre de bruit d’acce´le´ration final. Dans la figure 10.22, on montre
les courbes de sensibilite´ obtenues a` partir de cette re´duction de gain. On constate
que la fonction comple´mentaire T , courbe verte continue sur la figure, se maintient
a` peu pre`s en-dec¸a` de la spe´cification Tspec2, celle qui importe particulie`rement ici.
On re´duit donc nettement la sensibilte´ des actuations capacitives au bruit de mesure
des senseurs inertiels. On re´alise ne´anmoins que c’est au prix d’un de´passement de
la spe´cification Tspec1 entre 10 4Hz et 10 3Hz qui indique que dore´navant les perfor-
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mances de controˆle se de´te´riorent dans ce domaine de fre´quence, l’agitation de la
variable dynamique ✓ e´tant accentue´e du fait d’une plus grande sensibilite´ au bruit
de mesure. Cependant, cette perte de performance aura un moindre impact sur le
bruit d’acce´le´ration auquel est soumise la masse d’e´preuve.
Figure 10.23 – De´composition des contributions de chaque source individuelle de bruit et de per-
turbation sur le spectre de bruit d’acce´le´ration (T = 4.106s, moyenne sur 10 feneˆtres temporelles,
fs = 10Hz, feneˆtre de type Blackmann-Harris). Sur cette figure, on re´duit le gain des controˆ-
leurs de suspension pour le degre´ de liberte´ ✓ d’un facteur 7. Il en re´sulte une chute
de l’influence du bruit des senseurs inertiels a` haute fre´quence Cette figure doit eˆtre
compare´e aux figures 10.9 et 10.12.
Dans la figure 10.23, on expose une nouvelle de´composition du bruit d’acce´le´-
ration pour une se´rie de simulation incluant cette modification des controˆleurs. On
ve´rifie alors que l’influence du bruit des senseurs inertiels est nettement re´duite a`
haute fre´quence, et ce dernier se dispute maintenant la place de contribution domi-
160
nante avec le bruit du syste`me de micropropulsion. En revanche, on devine e´galement
une sensible hausse de son impact a` basse fre´quence, la`-meˆme ou` l’on avait constate´
un de´passement des spe´cifications de sensibilite´, que l’on interpre`te comme lie´ aux
e↵ets de raideur augmente´s par la perte de performance de controˆle sur la variable
✓. Ne´anmoins, cette remonte´e apparaˆıt modeste et le bruit d’acce´le´ration dans ce
domaine reste clairement domine´ par les forces de perturbation directe.
10.4.2 Estimation de la matrice de diaphonie du syste`me
d’actuation
Principe de l’actuation capacitive
Figure 10.24 – Figure illustrant la re´partition des e´lectrodes sur les parois du compartiment
contenant la masse d’e´preuve. Le syste`me d’axe repre´sente´ correspond a` celui du re´fe´rentiel
(H,~ex,H ,~ey,H ,~ez,H) associe´ a` chaque compartiment (cf. section 5.1). En haut a` gauche est re-
pre´sente´e la projection de cette distribution d’e´lectrodes sur les faces de la masse d’e´preuve.
Pour obtenir une estimation de la diaphonie du syste`me d’actuation, une analyse
plus approfondie de son principe de fonctionnement est ne´cessaire. L’actuation se
base sur un syste`me de capacite´s Ci (cf. figure 10.24) dont les armatures sont la
i-e`me e´lectrode situe´e sur la paroi inte´rieure du compartiment de la masse d’e´preuve
et la surface de cette dernie`re. La force exerce´e suivant un degre´ de liberte´ q par le
syste`me des capacite´s Ci peut s’e´crire de la manie`re suivante :
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hFqi = 1
2
X
i
@Ci
@q
(Vi   VM)2 (10.18)
Dans cette section, on se place dans la situation nominale ou` la masse d’e´preuve
est correctement positionne´e et oriente´e et posse`de une charge e´lectrique nulle QM =
0. Dans cette approximation, le potentiel e´lectrique au niveau de la masse d’e´preuve
s’annule (VM = 0). De plus, chaque e´lectrode constitue avec la surface de la masse
d’e´preuve en regard un syste`me de capacite´s inde´pendantes. Dans ce cadre, on consi-
de`re en particulier l’application de forces et de torques respectivement suivant les
axes ~x et ~z des compartiments. La figure 10.25 repre´sente la masse d’e´preuve obser-
ve´e du dessus (axe ~z normal a` la figure) entoure´e de quatre e´lectrodes sollicite´es a`
la fois pour l’application de forces suivant ~x et de couples suivant ~z (actuation sur
l’angle ').
V1(t) =  V1x sin (2⇡fxt) + V2' cos (2⇡f't) (10.19)
V2(t) = +V1x sin (2⇡fxt) + V1' sin (2⇡f't) (10.20)
V3(t) = +V2x cos (2⇡fxt)  V1' sin (2⇡f't) (10.21)
V4(t) =  V2x cos (2⇡fxt)  V2' cos (2⇡f't) (10.22)
Les e´lectrodes sont soumises en permanence a` un potentiel sinuso¨ıdal Vi posse´-
dant deux composantes Vx et V' de fre´quence distincte fx et f' (cf. e´quation 10.22).
Ces fre´quences sont plus hautes que la fre´quence d’e´chantillonnage fs de la boucle
de controˆle, avec fx = 30Hz et f' = 270Hz, si bien que l’e´volution pe´riodique est
quasi-imperceptible par le syste`me qui n’observe qu’un potentiel moyen e↵ectif :
hV 21 i =
1
2
 
V 21x + V
2
1'
  hV 22 i = 12  V 21x + V 22'  (10.23)
hV 23 i =
1
2
 
V 22x + V
2
1'
  hV 24 i = 12  V 22x + V 22'  (10.24)
Les amplitudes maximales de ces composantes se de´clinent sous deux variantes,
V1x et V2x pour les composantes line´aires et V1' et V2' pour les composantes angu-
laires, attribue´es a` chaque e´lectrode de sorte que :
— Un de´se´quilibre entre V1x et V2x engendre une force suivant l’axe ~x. En e↵et,
dans le cas d’une masse centre´e correctement oriente´e, la force applique´e
suivant ~x s’e´crit :
hFxi = 1
2
@C1 2
@x
 
2V 21x + V
2
1' + V
2
2'
 
+
1
2
@C3 4
@x
 
2V 22x + V
2
1' + V
2
2'
 
(10.25)
En remarquant que la ge´ome´trie implique que @C1 2@x =  @C3 4@x pour une masse
centre´e :
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hFxi = @C1 2
@x
 
V 21x   V 22x
 
(10.26)
— Un de´se´quilibre entre V1' et V2' produit un couple autour de l’axe ~z. Cette
fois-ci sont applique´s des potentiels distincts V1' et V2' sur les e´lectrodes d’une
meˆme face. Les e´lectrodes croise´es de part et d’autres de la masse d’e´preuve
sont en revanche soumises au meˆme potentiel. Une nouvelle fois, si la masse
d’e´preuve est centre´e et bien oriente´e, les points d’application de ces forces
sont syme´triques par rapport au centre de la masse et le de´se´quilibre de
l’amplitude des forces applique´es sur chacune des faces produit un couple pur
dont l’intensite´ est la suivante :
hTzi = @C1 3
@'
 
V 21'   V 22'
 
(10.27)
Bien suˆr, ce sche´ma de principe n’est valable en toute rigueur que si la masse
d’e´preuve est dans sa position nominale, c’est-a`-dire parfaitement centre´e et oriente´e
dans son compartiment. Bien que la boucle de controˆle s’e↵orce a` re´aliser un tel
positionnement de la masse, tout e´cart a` cette position de consigne, mais aussi
certains de´fauts ge´ome´triques, a↵ectent la valeur des capacite´s et introduisent des
imperfections dans le syste`me d’actuation, en particulier des forces de raideur et
de la diaphonie. De meˆme, des impre´cisions sur le potentiel applique´ sur chaque
e´lectrode sont e´galement susceptibles d’engendrer de la diaphonie d’actuation.
Figure 10.25 – Repre´sentation en coupe de la masse d’e´preuve entoure´e par les e´lectrodes. La
surface visible de la masse correspond a` la face Z de la figure 10.24 (axe ~z orthogonal a` la figure).
Les e´lectrodes repre´sente´es s’occupent de la translation suivant ~x et de la rotation autour de ~z de la
masse, en appliquant un potentiel sinuso¨ıdal sur chaque e´lectrode dont on distingue une composante
pour chaque degre´ de liberte´ concerne´. Le de´se´quilibre des potentiels V1x et V2x cre´e une force suivant
l’axe ~x quand le de´se´quilibre des potentiels V1' et V2' cre´e un couple autour de l’axe ~z.
Diaphonie d’actuation
Les quatre e´lectrodes sollicite´es pour l’actuation peuvent pre´senter des de´fauts
de gain, di↵e´rant les uns des autres et provoquant alors un de´se´quilibre non-maˆıtrise´
des potentiels. Les amplitudes de potentiel V1' et V2' se voient alors di↵e´re´es d’une
e´lectrode a` l’autre par les di↵e´rents gains de ces dernie`res. On voit donc apparaˆıtre
163
dans l’expression de la force hFxi les potentiels V1' et V2' applique´s pour l’actuation
angulaire, lesquels dans le cas ide´al n’interviennent que dans l’expression du couple
hTzi. Cette influence des potentiels V1' et V2' peut s’interpre´ter comme une fuite
d’une partie du couple hTzi vers la force hFxi. L’e´le´ment de diaphonie transformant
des couples applique´s autour de l’axe ~z en des forces selon l’axe ~x peut s’exprimer
par l’interme´diaire de la de´rive´e partielle suivante [3] :
 '!x =
⌧
@Fx
@Tz
 
(10.28)
Dans ce document [3], il est indique´ que les erreurs de gains des e´lectrodes
donnent une contribution largement majoritaire sur la diaphonie d’actuation '! x.
En fait, ce type d’imperfection implique la meˆme conse´quence sur chacune des faces,
provoquant d’importantes diaphonies entre les actuations line´aires et angulaires solli-
citant un jeu d’e´lectrodes commun (✓ ! y, ⌘ ! z, '! x). En revanche, il n’explique
pas la diaphonie ✓ ! x, a` laquelle on s’inte´resse ici, et qui posse`de dans la version
standard du simulateur une valeur d’ordre comparable a`  '!x. Pour produire une
telle diaphonie, l’action conjointe et successive de deux imperfections est ne´cessaire,
la premie`re correspondant aux di↵e´rences de gain dont on vient de discuter et la
seconde invoquant des de´fauts ge´ome´triques du syste`me qui se traduisent par de la
diaphonie d’un degre´ de liberte´ line´aire vers un autre.
La valeur prise de la capacite´ Ci de´pend de la distance entre l’e´lectrode et la sur-
face de la masse qui lui fait face. Cependant, de manie`re ge´ne´rale, les armatures de
ces capacite´s ne sont pas paralle`les. D’une part, les masses d’e´preuve sont soumises
a` des de´placements angulaires dans leur compartiment. D’autre part, les imperfec-
tions ge´ome´triques observe´es par les parois internes des compartiments et par la
masse d’e´preuve contribuent e´galement a` ce non-paralle´lisme. Malgre´ l’absence de
paralle´lisme entre les e´lectrodes et la surface de la masse en regard, le champ e´lec-
trique reste orthogonal a` cette surface, si bien que la force ~Fcmd = F~y commande´e
par une e´lectrode suivant ~y se traduit en re´alite´ par une le´ge`re composante F sin'
dirige´e vers ~x. La figure 10.26 illustre un tel me´canisme, en se concentrant exclusive-
ment sur les de´placements angulaires de la masse d’e´preuve, mais les imperfections
ge´ome´triques de la masse d’e´preuve interviennent de manie`re comparable.
On interpre`te donc la diaphonie ✓ ! x comme provenant de l’action successive de
ces deux me´canismes. Dans un premier temps, l’importante diaphonie ✓ ! y produit
des actuations parasites suivant ~y dont l’amplitude est par de´finition proportionnelle
aux actuations angulaires hTzi. Ensuite, le paralle`lisme imparfait des faces X de la
masse d’e´preuve ou l’e´cart angulaire ' a` l’orientation de consigne transforme les
actuations hFyi d’origine diaphonique en une force suivant l’axe ~x.
Le fait de ne´cessiter une succession de deux phe´nome`nes distincts rend la dia-
phonie ✓ ! x tre`s faible relativement a` la diaphonie angulaire dominante ' ! x.
Or, dans le simulateur, ces deux parame`tres de diaphonie prennent des valeurs du
meˆme ordre de grandeur ( '!x = 0, 4m et  ✓!x = 0, 2m). En e↵et dans le document
de l’industriel Airbus Defence & Space [3], il est indique´ que les seuls e´le´ments de
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Figure 10.26 – Repre´sentation en coupe de la masse d’e´preuve entoure´e par les e´lectrodes. La
surface visible de la masse correspond a` la face Z de la figure 10.24 (axe ~z orthogonal a` la figure).
Lorsque la masse d’e´preuve n’est pas oriente´e nominalement dans son compartiment (' 6= 0), les
capacite´s utilise´es pour exercer une force de pression suivant l’axe ~x sont responsables de l’appari-
tion d’une composante significative de la forces suivant ~y.
diaphonie susceptibles d’avoir un impact significatif suivant ~x sont ceux invoquant
des forces suivant ~y et ~z et le couple agissant sur ', et donne l’ordre d’estimation de
 ✓!x ⇡ 10 5m (l’estimation plus pre´cise  ✓!x = 7, 67.10 5m est donne´e dans [16]).
On rappelle que ces estimations sont tire´es de l’expe´rience LPF . Ne´anmoins, l’in-
dustriel de´cide de largement surestimer l’e´le´ment de diaphonie  ✓!x afin d’e´tudier
l’impact de ces e↵ets de second ordre et conside`re en particulier que  ✓!x =
1
2 '!x.
Un travail de simulation est en cours au laboratoire APC pour fournir une estimation
plus pre´cise de l’amplitude de ces diaphonies.
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Chapitre 11
Vers une version plus quantitative
du simulateur : e´tudes
expe´rimentales des forces de
perturbation et des bruits
instrumentaux
Jusqu’a` pre´sent, les ingre´dients conside´re´s en entre´e du simulateur, essentielle-
ment les bruits de mesure et d’actuation et les forces perturbatrices directes, ont e´te´
tire´s de la documentation technique de l’industriel Airbus Defence & Space en charge
de la conception et de la re´alisation du satellite. Cette documentation est en par-
ticulier associe´e au de´veloppement d’un simulateur ”end-to-end”, garde´e prive´e par
l’industriel, dont l’un des objectifs principaux a e´te´ la conception des lois de controˆle,
e´galement non distribue´es a` la communaute´ scientifique, permettant de stabiliser le
syste`me en respectant les exigences de performance que la mission eLISA ne´cessite.
Ainsi, un certain nombres d’ingre´dients de ce simulateur rele`ve plus de spe´cifica-
tions de conception plutoˆt que de caracte´risations expe´rimentales tentant de de´crire
fide`lement le comportement de chacun des instruments et des sources de bruit. Si
l’industriel a bien entendu interagi avec la communaute´ scientifique et inte`gre cer-
tains des re´sultats expe´rimentaux pre´sente´s par la suite, il est souvent di cile de
distinguer dans les documents techniques a` disposition les informations issues de
spe´cifications de celles issues de caracte´risations expe´rimentales, et en particulier de
de´celer la pre´sence d’un certain nombre de marges. Dans ce chapitre, on construira
une version du simulateur dont le budget de bruit s’appuie sur les e´tudes expe´ri-
mentales les plus re´centes, ayant si possible fait l’objet de publications scientifiques.
A cet e↵et, le chapitre s’organisera en suivant la publication [15] de la collaboration
LPF pre´sentant l’e´tat de l’art du budget de bruit de LPF en 2011, supporte´ a` la
fois par des mode`les physiques et des caracte´risations expe´rimentales, et proposant
e´galement un certain nombre d’hypothe`ses quant a` l’extrapolation du budget a` la
mission eLISA.
166
11.1 Budget de bruit : mode`le de de´composition
et caracte´risation expe´rimentale
11.1.1 Forces de perturbation directes
Dans les sections 8.4.1 et 8.3.2, on a re´pertorie´ l’ensemble des sources de forces
perturbatrices connues a` ce jour s’exerc¸ant directement sur les masses d’e´preuve.
Dans la pre´sente section cette fois-ci, on de´crira de manie`re plus approfondie l’origine
de ces forces et leur contribution attendue dans LPF sur le bruit d’acce´le´ration subi
par les masses d’e´preuve. On ne conside`re ici que les forces s’appliquant directement
sur les masses d’e´preuve. Toutes autres sources indirectes, c’est a` dire agissant par
l’interme´diaire de la dynamique des masses d’e´preuve et du satellite, sont de fait
e´tudie´es par le simulateur.
— Les forces parasites dites browniennes, re´sultats de l’amortissement de la
masse d’e´preuve par le gaz re´siduel ine´vitablement pre´sent a` l’inte´rieur du
compartiment. La proximite´ des parois de l’enceinte a` la surface de la masse
d’e´preuve, du moins en comparaison de la taille de cette masse, (⇡ 3  4mm)
tend a` amplifier ce phe´nome`ne [6] [15]. L’amplitude de ce bruit se comporte
line´airement avec la pression re´siduelle dans l’enceinte. La mise en contact
de l’enceinte avec le vide interplane´taire permet d’atteindre des pressions de
l’ordre de 10 7Pa, ce qui permet d’atte´nuer significativement cette source de
bruit. Un mode`le de cette source de bruit a e´te´ de´veloppe´ par la collabo-
ration LPF [5]. Des e´tudes expe´rimentales pratique´es sur un prototype de
GRS et une re´plique creuse de la masse d’e´preuve ont e´te´ re´alise´es a` l’aide
d’un pendule de torsion [6] et apparaissent en bon accord avec les mode`les
the´oriques. Au final, il en re´sulte un bruit d’acce´le´ration blanc et d’amplitude
⇡ 1, 3.10 15ms 2Hz 1/2.
— Les forces d’origine magne´tique applique´es sur la masse d’e´preuve dont la
susceptibilite´ magne´tique statique est estime´e a`  B = 2.5e 5 [15]. La fluctua-
tion du champ magne´tique environnant la masse d’e´preuve induit a` travers
sa susceptibilite´ une force applique´e variable pouvant se re´ve´ler importante
a` basse fre´quence. Trois origines principales sont conside´re´es pour ce champ
fluctuant : le couplage entre le champ interplane´taire et le champ statique
e´mis par le satellite, les fluctuations du champ magne´tique originaire de l’en-
vironnement proche de la masse d’e´preuve (composants e´lectroniques) ainsi
que les fluctuations du gradient de ce champ. Les trois contributions ont e´te´
e´tudie´es expe´rimentalement par l’industriel Airbus Defence & Space et leur
comportement fre´quentiel a e´te´ observe´. La contribution d’origine interpla-
ne´taire voit son influence croˆıtre en 1
f3/2
en puissance quand les contribu-
tions d’origine locale ne semblent pas augmenter plus rapidement qu’en 1f
[15]. Concernant les niveaux de bruit a` haute fre´quence, des mode`les analy-
tiques utilise´s dans LPF (classe LPFContributionData de la boˆıte a` outils
LTPDA) ont e´te´ conside´re´s. Au total, le niveau de bruit d’acce´le´ration cor-
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respondant est estime´ a` ⇡ 1, 4.10 15ms 2Hz 1/2 a` la fre´quence f = 1mHz et
⇡ 7, 7.10 15ms 2Hz 1/2 a` la fre´quence f = 0, 1mHz.
— Les forces d’origine e´lectrostatique dues a` l’interaction entre la charge e´lec-
trique de la masse d’e´preuve et des champs e´lectrostatiques re´siduels parasites
pre´sents dans son enceinte. La fluctuation de ce champ parasite se couple avec
la charge moyenne de la masse d’e´preuve et se rend, par conse´quent, respon-
sable d’une force variable applique´e sur la masse d’e´preuve. Une combinaison
de particules cosmiques galactiques et de particules solaires interagissent soit
directement avec la masse d’e´preuve, en libe´rant ou de´posant des charges
e´lectriques, soit indirectement par cre´ation de particules charge´es secondaires
issues de l’interaction avec le reste du satellite. Le taux de charge e↵ectif
 eff de la masse est estime´ autour de 300e/s [39], ce qui conduit a` une ac-
cumulation de charge moyenne en un jour de l’ordre de 107e. Un proce´de´
d’illumination UV de la masse d’e´preuve permet de maˆıtriser cette charge
e´lectrostatique par de´charge pe´riodique, le nombre de charges 107e e´tant de
l’ordre du seuil de de´charge rendu possible par le dispositif [15]. L’article [2]
expose une analyse des forces induites par les di↵e´rences de potentiel para-
sites dans l’enceinte e´lectrostatique. Il propose un mode`le analytique valable
pour une faible charge e´lectrique de la masse d’e´preuve et pre´sente des me-
sures expe´rimentales re´alise´es sur un pendule de torsion du de´se´quilibre des
potentiels et de son interaction avec la charge de la masse. La fluctuation
de ce de´se´quilibre de potentiel se couple a` la charge moyenne de la masse
d’e´preuve pour induire un bruit d’acce´le´ration. L’article [2] de´gage la limite
supe´rieure S x = 100µVHz 1/2 concernant la fluctuation de ce de´se´quilibre
a` haute fre´quence, et on conside`re une de´pendance en 1f3 a` basse fre´quence
(fre´quence de coupure fc ⇡ 0, 4mHz, cf. figure 11.1). Il en re´sulte un bruit
d’acce´le´ration d’environ ⇡ 4, 6.10 16ms 2Hz 1/2 a` la fre´quence f = 1mHz et
de ⇡ 2, 2.10 15ms 2Hz 1/2 a` la fre´quence f = 0, 1mHz.
— La charge e´lectrostatique ale´atoire de la masse d’e´preuve, reflet des
processus stochastiques de production de charge. En s’appuyant une nou-
velle fois sur l’article [2], on conside`re un de´se´quilibre statique des potentiels
 x ⇡ 10mV 1 et un bruit de charge poissonnien de la masse Sq = 2e
2 eff
2⇡f2 .
On obtient une acce´le´ration re´siduelle de ⇡ 2, 8.10 17ms 2Hz 1/2 a` la fre´-
quence f = 1mHz et de ⇡ 2, 8.10 16ms 2Hz 1/2 a` la fre´quence f = 0, 1mHz,
admettant ainsi une progression en 1f2 en puissance.
— La pression de radiation exerce´e par le laser du dispositif interfe´ro-
me´trique re´fle´chi sur la masse d’e´preuve. La puissance fluctuante du laser
entraˆıne un bruit d’acce´le´ration sur la masse re´fle´chissante. Une campagne
d’essais en environnement spatial artificiel (campagne On Station Thermal
Tests (OSTT )) a fourni la meilleure caracte´risation expe´rimentale a` ce jour du
syste`me d’interfe´rome´trie. Elle a permis notamment de caracte´riser le bruit
1. On note qu’une telle performance implique la mesure et la compensation de ce de´se´quilibre
en vol [2].
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d’intensite´ relative du laser [1] qui est apparu de l’ordre de RIN ⇡ 2.10 5
a` la fre´quence f = 1mHz avec un comportement en 1f en puissance pour
une puissance nominale du laser de 1mW. Le bruit d’acce´le´ration qui en
re´sulte est estime´ a` ⇡ 6, 8.10 17ms 2Hz 1/2 a` la fre´quence f = 1mHz et
⇡ 2, 2.10 16ms 2Hz 1/2 a` la fre´quence f = 0, 1mHz.
— Des e↵ets d’origine thermique impliquant le gradient de tempe´rature a`
l’inte´rieur de l’enceinte et se de´clinant essentiellement en trois phe´nome`nes
physiques distincts. D’abord, l’e↵et radiome´trique apparaˆıt en raison du faible
gradient de pression qu’implique le gradient de tempe´rature a` l’e´quilibre dans
l’enceinte. En e↵et, ce gradient de tempe´rature induit un de´se´quilibre dans
l’impulsion transmise par les mole´cules du gaz re´siduel de part et d’autre de la
masse d’e´preuve [4]. Ensuite, le gradient de tempe´rature entraˆıne e´galement
une anisotropie de l’intensite´ du rayonnement thermique dans l’enceinte et
une pression de radiation thermique s’exerce alors sur la masse d’e´preuve.
Enfin, le de´gazage des parois de l’enceinte e´lectrostatique, phe´nome`ne de´-
pendant de la tempe´rature de la paroi en question, implique un flux asy-
me´trique de particules en pre´sence d’un gradient de tempe´rature, ce qui se
traduit une nouvelle fois par l’application de forces de pression fluctuantes
sur la masse d’e´preuve. L’article [4] pre´sente ces phe´nome`nes plus en de´tail
et propose une mode´lisation des forces applique´es sur la masse d’e´preuve
qui en re´sultent. Les mode`les sont mis a` l’e´preuve et ajuste´s a` l’occasion
d’une campagne de mesures e´galement discute´e dans la publication. Finale-
ment, ces mode`les permettent d’estimer un bruit d’acce´le´ration a` hauteur de
⇡ 1, 9.10 16ms 2Hz 1/2 a` la fre´quence f = 1mHz et ⇡ 1, 9.10 15ms 2Hz 1/2
a` la fre´quence f = 0, 1mHz, traduisant un comportement en 1f2 en puissance.
— La fluctuation du champ gravitationnel produit par le satellite lui-
meˆme. Elle est cause´e par la fluctuation de la tempe´rature du satellite du-
rant les ope´rations, entraˆınant des phe´nome`nes de dilatation du corps et
par suite, une modification du champ gravitationnel au niveau de la masse
d’e´preuve. Une campagne de simulation re´alise´e par l’industriel Airbus De-
fence & Space a permis d’obtenir une estimation du spectre des fluctuations
du champ gravitationnel, sur laquelle on base l’hypothe`se de comportement
en 1f2 en puissance [15]. Le bruit d’acce´le´ration correspondant est evalue´ a`
⇡ 1, 8.10 16ms 2Hz 1/2 a` la fre´quence f = 1mHz et ⇡ 1, 8.10 15ms 2Hz 1/2
a` la fre´quence f = 0, 1mHz.
— Le bruit des actuateurs capacitifs qui exercent une force directe sur la
masse d’e´preuve. Le niveau de bruit de´pend du niveau de l’actuation deman-
de´e. Dans LPF , les masses d’e´preuve sont soumises a` des forces continues, en
particulier ge´ne´re´es par le champ de gravitation e´mis par le satellite. Il est
donc ne´cessaire de compenser ces forces par l’interme´diaire d’une actuation
continue du syste`me capacitif [15], du moins sur la masse d’e´preuve nume´ro
2. Dans eLISA, le meˆme e↵et est rencontre´, a` la di↵e´rence que les axes ~x sont
controˆle´s via le syste`me Drag-Free, si bien qu’aucune force suivant ces axes
n’est exerce´e sur les masses d’e´preuve afin de compenser le champ de gravite´
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re´siduel du satellite. En revanche, suivant les axes ~y et ~z, c’est bien le syste`me
capacitif qui se charge de cette compensation. Il existe dans LPF un mode
particulier du syste`me de controˆle permettant d’estimer le bruit d’acce´le´ra-
tion re´siduel en l’absence d’actuation suivant l’axe sensible ~x : c’est le mode
”Free Flight”. Dans ce mode, la masse d’e´preuve nume´ro 2 est e´pargne´e du
controˆle e´lectrostatique durant un certain laps de temps (quelques centaines
de secondes), apre`s lequel une impulsion e´lectrostatique rame`ne la masse a` sa
position initiale. Durant ce vol parabolique de la masse d’e´preuve, le controˆle
e´lectrostatique angulaire est ne´anmoins maintenu. On estime que le bruit
d’acce´le´ration qui s’exerce sur la masse par l’impre´cision du syste`me capaci-
tif est de ⇡ 1.7.10 14ms 2Hz 1/2 a` la fre´quence f = 0, 1mHz pour le mode
nominal de fonctionnement, tandis qu’il atteindrait ⇡ 2.10 15ms 2Hz 1/2 a`
la meˆme fre´quence pour le mode ”Free Flight”. Dans eLISA, ce dernier niveau
de bruit s’applique en ce qui concerne les degre´s de liberte´ en Drag-Free ~x1
et ~x2. A basse fre´quence, on estime que le niveau de bruit se comporte en
1/f en puissance, compte tenu des caracte´ristiques d’instabilite´ observe´es de
l’e´lectronique associe´e [15].
Tous les mode`les pre´sente´s ci-dessus et inte´gre´s au simulateur sont disponibles
dans la boˆıte a` outils LTPDA [27] par l’interme´diaire de la classe LPFContributionData 2.
La figure 11.1 re´sume cette de´composition. On remarque alors l’influence dominante
du bruit d’origine magne´tique, et a` basse fre´quence, du bruit engendre´ par les di↵e´-
rences de potentiel parasites. On note par ailleurs que tous ces mode`les seront mis
a` l’e´preuve lors de la mission LISA Pathfinder, dont le but est a` la fois de mesu-
rer le bruit d’acce´le´ration re´siduel entre les masses d’e´preuve et d’observer toutes
les quantite´s physiques ne´cessaires a` l’e´valuation de ces mode`les. On pourra alors
ve´rifier si la somme de ces contributions est su sante pour expliquer le niveau de
bruit d’acce´le´ration observe´ ou dans, le cas contraire, e´valuer le niveau du bruit
d’acce´le´ration re´siduel de nature encore me´connue.
11.1.2 Mode`le de bruit des actuateurs et des senseurs
En ce qui concerne le bruit des senseurs et des actuateurs, de multiples campagnes
de caracte´risation ont e´te´ mene´es par les divers acteurs de la collaboration. Les
mode`les de bruit pre´sente´s ici s’inspirent des mode`les de´veloppe´s au sein de la classe
LPFContributionData et des niveaux de bruit observe´s lors des campagnes de
mesure les plus re´centes.
2. On note que certains d’entre eux ont du eˆtre adapte´s pour s’accorder avec les campagnes de
mesure correspondantes a` disposition. C’est le cas par exemple de la pression de radiation laser,
ou` le niveau de bruit issu du mode`le ne semble pas conforme aux conclusions de [1].
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Figure 11.1 – De´composition des diverses contributions au spectre des forces directes applique´es
sur une masse d’e´preuve.
Mode`le de bruit du senseur interfe´rome´trique
Dans le cadre de la campagne de mesure OSTT mentionne´e en section 11.1.1,
les performances du syste`me interfe´rome´trique ont e´te´ e´tudie´es dans des conditions
d’environnement repre´sentatives des futures ope´rations [26]. Les sensibilite´s line´aires
et angulaires du senseur ont e´te´ caracte´rise´es, de´montrant des niveaux de bruit a`
haute fre´quence de nx ⇡ 5pmHz 1/2 suivant l’axe ~x et de n⌘ ⇡ n  ⇡ 1nradHz 1/2
suivant les degre´s de liberte´ angulaires. A basse fre´quence, a` partir de la fre´quence
f = 1mHz, les performances se de´gradent rapidement, mais sont a` attribuer aux
conditions expe´rimentales en laboratoire, lesquelles ne favorisent pas ces e´tudes a`
tre`s basse fre´quence [15]. Dans ce domaine de fre´quence, seules des mesures en vol
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permettront d’attester des performances du senseur, alors a` l’abri de toutes vibra-
tions basse fre´quence di cilement contournables en laboratoire. La publication [15]
pre´dit ne´anmoins une tendance en 1/f en puissance, qui se retrouve dans le mo-
de`le de la classe LPFContributionData concernant les performances des senseurs
optiques.
Figure 11.2 – Fonctions de transfert du mode`le de bruit du syste`me de mesure IFO. A gauche :
Niveau de bruit pour la mesure du de´placement des masses d’e´preuve suivant l’axe ~x. A droite :
Niveau de bruit pour la mesure des de´placements angulaires ⌘ et   des masses d’e´preuve (rotation
respectivement autour des axes ~y et ~z). Mode´lisation adapte´e des re´sultats de la campagne de mesure
OSTT pre´sente´es dans la publication [26].
Mode`le de bruit des senseurs inertiels
Les senseurs capacitifs surveillent e´galement l’ensemble des degre´s de liberte´ dy-
namiques de la masse d’e´preuve, bien que seuls les degre´s de liberte´ non observe´s
par l’interfe´rome`tre alimentent le syste`me de controˆle. La valeur de chaque capa-
cite´, forme´e par chacune des e´lectrodes sur les parois de l’enceinte et la surface de
la masse en regard, de´pend de la distance entre les armatures ainsi constitue´es. La
disposition des e´lectrodes permet l’observation de tous les degre´s de liberte´ dyna-
miques. L’industriel Compagnia Generale per lo Spazi (CGS ) en charge du dispositif
a de´montre´ la capacite´ du syste`me capacitif a` remplir les exigences initiales, en par-
ticulier une sensibilite´ en position de 1, 8nmHz 1/2, en observant un niveau de bruit
de lecture des capacite´s de l’ordre de 1aFHz 1/2 [42] entre f = 1mHz et f = 1Hz.
Pour le comportement a` basse fre´quence, on utilise une nouvelle fois la mode´lisation
correspondante disponible dans LPFContributionData.
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Figure 11.3 – Fonction de transfert du mode`le de bruit du syste`me de mesure IS. A gauche :
Niveau de bruit pour la mesure du de´placement des masses d’e´preuve suivant les axes ~y et ~z. A
droite : Niveau de bruit pour la mesure du de´placement angulaire ✓ des masses d’e´preuve (rotation
autour de l’axe ~x). Mode`le issu de la publication [42] qui pre´sente une de´monstration expe´rimen-
tale par l’industriel CGS (Compagnia Generale per lo Spazi) du syste`me capacitif atteignant les
exigences en terme de sensibilite´.
Mode`le de bruit des micropropulseurs
Le syste`me de micropropulsion utilise´ dans LPF he´rite des propulseurs embar-
que´s par la mission GAIA de´ploye´e fin 2013. Dans le contexte de cette mission,
le centre de recherche de l’ONERA a mene´ une campagne de caracte´risation des
micropropulseurs sur une balance micronewton de´veloppe´e dans un de leurs labo-
ratoires. La description de cette campagne de mesure, du dispositif expe´rimental et
des re´sultats obtenus a fait l’objet d’une publication [23]. On y trouve notamment
le niveau de bruit de propulsion d’un des micropropulseurs e´tudie´s pour un niveau
d’actuation de 500µN, l’erreur sur la propulsion e↵ective de´pendant du niveau de
l’actuation commande´e. Le niveau de bruit mesure´ est d’environ 1µNHz 1/2 entre
f = 10mHz et f = 1Hz, montrant une tendance en 1/f 2 en dec¸a` de cet intervalle.
Dans le cas de LPF , les actuations seront bien moins intenses, plutoˆt de l’ordre de la
dizaine de µN. Des mesures similaires ont e´galement e´te´ re´alise´es pour des niveaux
d’actuation plus pertinents pour LISA Pathfinder[28]. Pour un niveau d’actuation
commande´ de 10µN, le niveau de bruit de propulsion est infe´rieur a` 0, 5µNHz 1/2
entre f = 30mHz et f = 1Hz.
La figure 11.4 pre´sente la fonction de transfert utilise´e pour reproduire le niveau
de bruit des propulseurs. La figure 11.5 expose quant a` elle les niveaux de bruit
e´quivalents sur les actuations suivant les axes ~x, ~y et ~z du satellite.
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Figure 11.4 – Fonction de transfert du mode`le de bruit du syste`me d’actuation MPS. Niveau de
bruit individuel d’un micropropulseur. Le niveau de bruit e´quivalent sur chaque axe ~X, ~Y et ~Z
est de´termine´ par projection du niveau de bruit individuel de chacun des douze micropropulseurs.
Mode´lisation adapte´e des mesures du bruit de micropropulsion re´alise´es par l’ONERA sur une
balance micronewton [23] [28].
11.2 Etude du bruit d’acce´le´ration pour une mis-
sion pre´sentant les performances attendues
pour LISA Pathfinder
Les niveaux de bruit pre´sente´s dans les sections pre´ce´dentes de ce chapitre
concernent les performances attendues pour LISA Pathfinder. Il est inte´ressant d’e´tu-
dier le bruit d’acce´le´ration atteint par une mission eLISA posse´dant de telles per-
formances, sous-entendant un niveau technologique d’ores et de´ja` bien maitrise´ par
la communaute´. Au meˆme titre qu’en section 10.3, on re´alise a` partir de ce nouveau
mode`le, en particulier de sa version LPF , une se´rie de simulations de 41 se´quences
de 1.105s e´chantillone´es a` 10Hz lors desquelles on active successivement les bruits de
chacun des modules, pour e↵ectuer finalement une ultime simulation ou` l’ensemble
des bruits de mesure, d’actuation et de perturbation directe est ope´rationnel. Cette
de´composition est pre´sente´e en figure 11.6. On note que, dans cette version du mo-
de`le, la valeur de la diaphonie d’actuation a e´te´ fixe´e a`  ✓!x = 1.10 3m et que l’on
a re´duit d’un facteur 7 le gain de la loi de controˆle de suspension pour la variable
dynamique angulaire ✓. Cette configuration particulie`re a` e´te´ conside´re´e afin d’e´vi-
ter la conside´rable remonte´e du bruit d’acce´le´ration a` haute fre´quence, artefact du
mode`le compte tenu des conclusions de la section 10.4 3.
Dans la figure 11.6, on remarque qu’entre f = 1.10 5Hz et f = 5.10 3Hz le
3. Cette modification sera discute´e plus en de´tail dans le chapitre 12 de la partie suivante.
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Figure 11.5 – A gauche : Fonctions de transfert transformant un bruit de propulsion blanc
associe´ a` chacun des douze micropropulseurs en un niveau de bruit de force suivant l’axe ~X.
A droite : Fonctions de transfert transformant un bruit de propulsion blanc associe´ a` chacun
des douze micropropulseurs en un niveau de bruit de couple autour de l’axe ~X. Ces di↵e´rentes
projections de la fonction des transfert expose´e en figure 11.4 conside`rent la re´partition ge´ome´trique
des 12 propulseurs de type FEEP du pre´ce´dent syste`me de micropropulsion envisage´e pour LPF.
spectre du bruit d’acce´le´ration est comple`tement domine´ par les forces perturbatrices
directes. Aussi, on sort des exigences requises pour les fre´quences infe´rieures a` f =
1mHz. En e↵et, la de´monstration de sensibilite´ de LISA Pathfinder concerne une
bande de fre´quence relativement plus restreinte que eLISA (f = 1   30mHz), dans
laquelle, par ailleurs, les exigences sont significativement plus souples, correspondant
a` un bruit d’acce´le´ration infe´rieure a` 3.10 14ms 2Hz 1/2 a` la fre´quence f = 1mHz
[11]. Cependant, dans la bande f = 1   10mHz, le bruit d’acce´le´ration expose´ a` la
figure 11.6 semble satisfaire les exigences de la mission eLISA. Au-dessus, le bruit
du syste`me de micropropulsion me`ne la remonte´e de l’acce´le´ration en se couplant
avec les forces de raideur, le mouvement du satellite e´tant entie`rement soumis a` la
fluctuation de la propulsion a` haute fre´quence, la` ou` la loi de controˆle Drag-Free
ope`re bien plus faiblement (cf. figure 8.15).
Les di↵e´rences avec les re´sultats du pre´ce´dent mode`le (cf. figure 10.9) se loca-
lisent essentiellement a` basse fre´quence (si l’on omet l’influence du bruit des senseurs
inertiels). Les performances atteintes par la mesure interfe´rome´trique se re´ve`lent net-
tement meilleures que suppose´es dans le mode`le pre´ce´dent, et le couplage avec les
forces de raideur perd nettement de l’influence a` basse fre´quence. En revanche, la
contribution du bruit d’actuation capacitif a e´te´ sensiblement sous-estime´ et joue
ici un roˆle plus influent a` basse fre´quence. On constate surtout de manie`re ge´ne´rale
que les forces directes applique´es sur la masse observent une pente plus importante
a` basse fre´quence laquelle, selon la figure 11.1, semble mene´e essentiellement par les
forces magne´tiques parasites, et de manie`re secondaire, par les champs e´lectrosta-
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Figure 11.6 – De´composition des contributions de chaque source individuelle de bruit et de per-
turbation sur le spectre de bruit d’acce´le´ration (T = 4.106s, moyenne sur 10 feneˆtres temporelles,
fs = 10Hz, feneˆtre de type Blackmann-Harris). Sur cette figure, les mode`les de bruit et de
perturbations utilise´s sont ceux de´taille´s en section 11.1 et re´sume´s dans la colonne
LPF du tableau 11.1. Ils correspondent a` une estimation des performances atten-
dues pour la mission LPF. On note que le gain des controˆleurs de suspension pour le degre´
de liberte´ ✓ a e´te´ re´duit d’un facteur 7 et que l’on a impose´ la valeur de l’e´le´ment de diaphonie
 ✓!x = 1.10 3m.
tiques parasites se couplant avec la charge non nulle de la masse d’e´preuve. Ces deux
e↵ets apparaissent donc comme des objets d’ame´lioration majeure a` conside´rer pour
la mission eLISA.
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11.3 Extrapolation du mode`le a` la mission eLISA
Un sujet essentiel aborde´ par l’article [15] est de pre´senter un sce´nario vraisem-
blable d’ame´lioration des performances de la technologie LTP afin d’atteindre les
exigences particulie`rement ambitieuses de la mission eLISA. On se de´cide d’utiliser
le sce´nario pre´sente´ dans [15] afin d’estimer le bruit d’acce´le´ration obtenu par une
telle extrapolation des performances attendues pour LPF . Le tableau 11.1 re´capi-
tule les hypothe`ses d’ame´lioration e´mises dans [15] concernant cette extrapolation
des performances. On note que depuis 2011, anne´e de publication du papier, cer-
tains e´le´ments de technologie de LPF ont d’ores et de´ja` de´montre´ des performances
accrues. On peut citer par exemple la stabilite´ de la puissance laser [1] qui semble
d’ores et de´ja` satisfaire dans LPF les ame´liorations pre´conise´es dans [15] 4.
Performances attendues par Pre´visions pour eLISA
LPF a` 0,1 mHz [ fm s 2Hz 1/2 ] a` 0,1 mHz [ fm s 2Hz 1/2 ]
Brownien 1, 35 1, 35
Magne´tique 7, 7 1, 1
Potentiels parasites 2, 2 0, 7
Laser 0, 25 0, 25
Thermique 1, 9 0, 7
Champ gravitationnel 1, 8 0, 6
Charge ale´atoire 0, 35 0, 35
Syste`me capacitif 2.0 0, 7
Total 8.8 2,3
Table 11.1 – Tableau comparant le niveau des forces parasites 6 attendues dans LPF et les pre´vi-
sions pour eLISA issues de l’extrapolation des performances de LPF discute´e dans [15]
On construit alors un nouveau mode`le a` partir de ces niveaux pre´visionnels pour
les forces parasites applique´es a` la masse d’e´preuve. La figure 11.7 pre´sente la de´-
composition usuelle du bruit d’acce´le´ration pour ce dernier mode`le. Bien entendu,
les modifications visibles par rapport a` la figure 11.6 ne concernent que les courbes
rouges, oranges et violettes, c’est-a`-dire celles incluant l’influence des forces de per-
turbation directe sur le spectre de bruit d’acce´le´ration totale. Seule cette influence
a e´te´ l’objet d’une modification ici. On constate que le plateau de bruit d’acce´le´ra-
tion minimal visible sur la figure 11.7, atteignant la valeur de ⇡ 2.10 15ms 2Hz 1/2
entre 1mHz et 10mHz, s’e´tend maintenant jusqu’a` 0, 1mHz. La largeur de bande de
sensibilite´ maximale est alors plus conforme aux exigences de eLISA. La forte re´duc-
tion des forces parasites d’origine magne´tique (un facteur 7 en amplitude), dirigeant
4. L’e↵et de la pression de radiation sur l’acce´le´ration di↵e´rentielle re´siduelle semble infe´rieur
a` 1fmHz 1/2 a` f = 0, 1mHz selon les mesures pre´sente´es dans [1] et la tendance observe´e a` basse
fre´quence.
5. On note que pour les valeurs annote´es du tableau, les performances attendues de LPF
semblent d’ores et de´ja` satisfaire les hypothe`ses d’ame´lioration sugge´re´es dans [15]. Lorsque c’est
le cas, le niveau de bruit attendu dans LPF est e´galement conside´re´ pour la version eLISA du
mode`le.
6. On conside`re ici les forces s’appliquant sur une seule masse d’e´preuve.
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pre´ce´demment la remonte´e a` basse fre´quence, explique principalement ces bonnes
performances a` 0, 1mHz.
Figure 11.7 – De´composition des contributions de chaque source individuelle de bruit et de per-
turbation sur le spectre de bruit d’acce´le´ration (T = 4.106s, moyenne sur 10 feneˆtres temporelles,
fs = 10Hz, feneˆtre de type Blackmann-Harris). Sur cette figure, les niveaux des forces para-
sites applique´es sur la masse d’e´preuve sont issus de l’extrapolation des performances
de LPF (cf. tableau 11.1). Ils sont re´sume´s dans la colonne eLISA du tableau 11.1. On
note que le gain des controˆleurs de suspension pour le degre´ de liberte´ ✓ a e´te´ re´duit d’un facteur
7 et que l’on a impose´ la valeur de l’e´le´ment de diaphonie  ✓!x = 1.10 3m.
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Quatrie`me partie
Discussion et perspectives
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Cette partie discussion s’articule autour de trois chapitres. En premier lieu, on
expose des conclusions pre´liminaires aux re´sultats de simulation, en donnant une
premie`re estimation du bruit d’acce´le´ration produite par le simulateur, a` partir des
conside´rations du chapitre pre´ce´dent. On essaiera e´galement d’utiliser ce re´sultat
pour discuter de la courbe de sensibilite´ du de´tecteur spatial, en prenant ne´an-
moins bon nombre de pre´cautions concernant toute signification quantitative d’un
tel re´sultat pre´liminaire. Dans un second chapitre, on pre´sentera de multiples propo-
sitions d’ame´liorations du simulateur, comme la construction d’une loi de controˆle
plus adapte´e a` la mission LISA, une mode´lisation physique plus fide`le des di↵e´rents
instruments de mesure et d’actuation implique´s ou encore la possibilite´ de maintenir
des mode`les non-line´aires dans la simulation. Enfin, on discutera du lien possible
entre le simulateur dynamique de´veloppe´ et les autres projets de simulation re´alise´s
ou envisage´s, et en particulier comment celui-ci s’inscrit dans le projet de simula-
teur ”end-to-end” initie´ par l’e´quipe de l’AEI (Albert Einstein Institute, Max Planck
Institute for Gravitational Physics) a` Hanovre.
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Chapitre 12
Premie`re estimation du bruit
d’acce´le´ration
12.1 Configuration optimale
Dans le chapitre pre´ce´dent, on a discute´ des di↵e´rentes influences sur le bruit
d’acce´le´ration subi par les masses d’e´preuve dans di↵e´rents domaines de fre´quence.
On a constate´ que son niveau pouvait eˆtre exacerbe´ par certaines impre´cisions du
mode`le, essentiellement a` haute fre´quence, au travers par exemple de l’utilisation
de controˆleurs inade´quats ou des marges trop importantes sur certains parame`tres
physiques comme la diaphonie d’actuation. On de´cide ainsi dans ce chapitre de
pre´senter une version ide´alise´e du bruit d’acce´le´ration, tire´e d’une configuration du
simulateur exempte´e de ces de´fauts. Ces re´sultats pre´liminaires illustrent, a` titre
d’exemple, le pouvoir d’analyse et de pre´diction du simulateur pour ce qui concerne
les performances atteintes par le de´tecteur en terme de bruit d’acce´le´ration.
La figure 11.7 du chapitre pre´ce´dent pre´sentait l’e´tude de de´composition du bruit
d’acce´le´ration pour le mode`le du syste`me le plus abouti de cette e´tude. Dans cette
version, on a re´duit le gain de la loi de controˆle de suspension pour la variable
dynamique ✓ d’orientation des masses autour de l’axe Drag-Free X, degre´ de liberte´
responsable de la forte remonte´e a` haute fre´quence du bruit d’acce´le´ration. On a
e´galement utilise´ une valeur que l’on pense plus repre´sentative du parame`tre de
diaphonie d’actuation  ✓!x = 1.10 3m, compromis entre de re´centes estimations
pre´liminaires et la spe´cification de l’industriel, fruit de l’application d’une marge
conside´rable.
La figure 12.1 semble de´montrer que les performances en terme de bruit d’acce´-
le´ration di↵e´rentielle 1 remplissent les exigences de 3.10fm s 2Hz 1/2 dans la bande
de fre´quence 0, 1  10mHz. Les facteurs limitant la sensibilite´ a` basse fre´quence sont
les forces de perturbation directes s’appliquant sur la masse d’e´preuve, tandis que
1. c’est-a`-dire l’acce´le´ration relative des deux masses d’e´preuve jointes par un des bras de eLISA
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Figure 12.1 – Spectres du bruit d’acce´le´ration di↵e´rentielle pour les deux bras de eLISA rejoignant
un satellite de la constellation, ici se´lectionne´ comme le satellite nume´ro 1, et comparaison avec
les exigences. Ces dernie`res sont globalement satisfaites dans la bande 0, 1   10mHz. En dehors,
les forces parasites directes (a` basse fre´quence) et le bruit de micropropulsion (a` haute fre´quence)
de´te´riore les performances. Ce bruit d’acce´le´ration est issu du meˆme mode`le que celui e´tudie´ a` la
figure 11.7 du chapitre pre´ce´dent.
le bruit des micropropulseurs est responsable de la de´gradation des performances a`
haute fre´quence, par l’interme´diaire des forces de raideur, de la diaphonie d’actuation
et du de´salignement entre axe Drag-Free et axe sensible.
12.2 Bruit d’acce´le´ration et variation de chemin
optique
On se propose alors de convertir ce re´sultat pre´liminaire de bruit d’acce´le´ration
en terme de bruit de de´placement. On rappelle que le bruit d’acce´le´ration subi par
les masses d’e´preuve de´gradera les qualite´s de particules inertielles de re´fe´rence que
ces masses sont cense´es posse´der. Le chemin optique emprunte´ par le laser rec¸u par
un des satellites implique´s, se voit fluctuer en concert avec le mouvement relatif des
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deux satellites, introduisant alors un bruit de phase supple´mentaire a` la mesure. Les
masses de re´fe´rence, en les supposant parfaitement inertielles, sont pre´sentes pour
obtenir l’information de cette agitation excessive des satellites et d’en retrancher
alors sa contribution sur la fluctuation de chemin optique. Dans le cas ine´vitable ou`
ces masses ne constitueraient pas de parfaites re´fe´rences inertielles, ce qui revient
a` dire que les masses d’e´preuve se voient soumises a` une acce´le´ration parasite, en
particulier suivant l’axe sensible du bras conside´re´, un bruit de de´placement re´siduel
est alors introduit, se manifestant comme une nouvelle source de bruit de phase.
Dans cette section, on rendra compte de l’e↵et du bruit d’acce´le´ration re´siduel sur
la mesure par le bruit de de´placement e´quivalent x˜acc, directement lie´ a` la variation
de chemin optique. On pratique la conversion par double inte´gration temporelle du
bruit d’acce´le´ration estime´. On s’attachera en particulier a` la densite´ spectrale en
amplitude du bruit de de´placement, en adoptant la meˆme convention de construction
de spectre que jusqu’a` pre´sent 2.
x˜acc = DSP
✓ZZ
~anoise · ~S(t)dt
◆
(12.1)
A ce jour, on utilise ge´ne´ralement un bruit d’acce´le´ration blanc d’amplitude
3.10 15ms 2Hz 1/2 pour construire les courbes de sensibilite´ de LISA [41]. On alors
le bruit de de´placement e´quivalent suivant :
x˜reqacc =
3.10 15ms 2Hz 1/2
(2⇡f)2
(12.2)
La variation de chemin optique e´quivalente est de´termine´e a` partir du bruit d’ac-
ce´le´ration di↵e´rentielle pre´sente´ dans la figure 12.1 de la section pre´ce´dente. Elle est
issue d’une simulation d’une dure´e de 1.106s e´chantillonne´e a` 10Hz. Pour obtenir
l’acce´le´ration di↵e´rentielle sur chaque bras, on multiplie par un facteur
p
2 le bruit
d’acce´le´ration obtenu pour une des masses d’e´preuve 3 mises en jeu dans le lien laser 4.
On pre´sente dans la figure 12.2 une premie`re estimation de la courbe de sensibilite´
du de´tecteur en s’appuyant sur l’article [41] pour l’estimation du bruit de de´place-
ment interfe´rome´trique. Cet article et le site web 5 qui lui est associe´ proposent au
lecteur d’e↵ectuer son propre design du de´tecteur en choisissant un certain nombre
d’options (comme la longueur de bras de l’interfe´rome`tre, la puissance du laser, le
2. spectre moyenne´ sur 10 feneˆtres de temps, application d’une feneˆtre d’apodisation de type
Blackman-Harris
3. On pratique la somme quadratique des spectres, car les acce´le´rations subies par les masses
d’e´preuve aux extre´mite´s d’un lien laser sont incohe´rentes. On pourrait re´aliser une simulation
pour chacune des masses et simplement combiner les se´ries temporelles, mais l’analyse a posteriori
dont elles font l’objet ici demande encore trop de ressources de calcul pour cela.
4. A nouveau, on exprimera quelques objections au sujet d’une telle combinaison des acce´le´-
rations des masses d’e´preuve. En ope´rant de cette manie`re a` partir des acce´le´rations physiques
re´elles, on construit plus, en re´alite´, une limite infe´rieure du bruit d’acce´le´ration qu’une estimation
re´aliste qui prendrait en compte le traitement TDI .
5. http://spacegravity.org/designer
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diame`tre des te´lescopes, le nombre de quadrants des photode´tecteurs...) et d’en de´-
duire la sensibilite´ obtenue. Il inte`gre e´galement une version du bruit d’acce´le´ration
qui n’est autre que celui de l’e´quation 12.2, constituant davantage une spe´cification
qu’une tentative d’estimation. On opte ici pour la configuration dite ”eLISA 2013”
de l’article. Afin de de´terminer l’amplitude de l’onde gravitationnelle e´quivalente a`
l’observation de ces bruits instrumentaux, on utilise une approximation analytique
de la fonction de re´ponse du de´tecteur e´tablie dans [24], document de re´fe´rence pour
le ”Yellow Book” [31] en ce qui concerne la courbe de sensibilite´ du de´tecteur.
Figure 12.2 – Estimation de la sensibilite´ du de´tecteur spatial, selon les hypothe`ses de [41] concer-
nant les bruits d’origine optique et selon l’approximation de [24] concernant la fonction de re´ponse
du de´tecteur. Le trace´ vert est issu de [41] et illustre la de´formation e´quivalente des bruits d’ori-
gine optique pour la configuration dite ”eLISA 2013”, c’est-a`-dire celle pre´sente´e dans le cadre du
programme ”Cosmic Vision” de l’agence spatiale europe´enne 6. Le trace´ rouge correspond au bruit
d’acce´le´ration estime´ par le simulateur et converti en de´formation e´quivalente observe´e par l’in-
terfe´rome`tre spatial. Le trace´ pointille´ noir concerne quant a` lui les exigences en terme de bruit
d’acce´le´ration.
6. choix du the`me scientifique de la mission large L3 en novembre 2013
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Sur la figure 12.2, sont repre´sente´es les amplitudes de de´formation e´quivalentes
a` l’observation du bruit d’acce´le´ration seul, du bruit d’origine interfe´rome´trique,
de l’association de ces deux sources de bruit, et enfin, d’un niveau de bruit d’ac-
ce´le´ration correspondant seulement aux exigences (3.10 15ms 2Hz 1/2) a` titre de
comparaison. Comme de´ja` observe´ dans le domaine des acce´le´rations, on constate
que la sensibilite´ de´duite des re´sultats du simulateur surpasse les exigences dans le
domaine de fre´quence 0, 1  10mHz, en dec¸a` duquel le spectre du simulateur admet
une pente sensiblement plus forte. La remonte´e a` haute fre´quence influence´e par le
bruit du syste`me de micropropulsion semble quant a` elle secondaire sur la figure,
puisque les sources de bruit optiques deviennent d’influence pre´ponde´rante a` partir
de 4mHz.
On est cependant oblige´ de se munir de quelques pre´cautions a` ce stade de la
discussion. Tout d’abord, le bruit d’acce´le´ration de´gage´ dans les chapitres pre´ce´dents
est une quantite´ physique connue du simulateur, mais non observe´e directement par
le de´tecteur. En re´alite´, ce bruit sera introduit dans le traitement a posteriori, lors
de la recombinaison des signaux des interfe´rome`tres locaux (position des masses
d’e´preuve) et des interfe´rome`tres scientifiques (inter-satellite). Dans une configura-
tion de eLISA pour laquelle les te´lescopes seraient fixes, les imperfections de poin-
tage ine´vitables, initie´es par la respiration orbitale de la constellation, entraˆınent
un de´saccord entre l’axe de mesure interfe´rome´trique du de´placement des masses
d’e´preuve, dit axe Drag-Free, et l’axe sensible, axe optique du lien laser joignant les
deux satellites. Il s’en suit d’e´ventuelles di culte´s ge´ome´triques rencontre´es dans la
combinaison des di↵e´rents signaux interfe´rome´triques. De plus, parce que le bruit de
phase se propage d’un satellite a` l’autre a` une vitesse finie, la recombinaison de ces
signaux implique la conside´ration d’ope´rateurs de retard, de´pendant de la distance
inter-satellite dont la connaissance sera impre´cise. En outre, ces deux conside´rations
rendent les re´sultats de la figure 12.2 quelque peu ide´alise´s. On pre´sente tout de
meˆme cette figure a` titre d’exemple, en particulier pour illustrer le type de re´sultats
accessibles par ce travail de simulation.
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Chapitre 13
Proposition d’ame´liorations du
simulateur
Le simulateur dynamique de´veloppe´ et pre´sente´ dans ce document constitue une
e´tape importante de l’entreprise de simulation de la mission LISA. A ce stade, il
semble d’ores et de´ja` constituer un inte´ressant outil de compre´hension du de´tecteur
de par l’e´tude de la propagation des di↵e´rents bruits et imperfections mode´lise´s des
sous-modules sur les performances finales de mesure. D’ailleurs, les objectifs d’un
tel simulateur peuvent eˆtre envisage´s sous di↵e´rents angles. On peut par exemple
vouloir seulement en obtenir une pre´vision de la sensibilite´ du de´tecteur en terme de
bruit d’acce´le´ration, point de vue que l’on a adopte´ pour le moment. Mais on peut
e´galement choisir d’inte´grer ce travail dans une simulation de plus grande envergure,
en construisant un simulateur reproduisant au mieux les conditions re´elles de mis-
sion. Dans ce cas, le simulateur est destine´ a` la production de donne´es simule´es qui
seront utilise´es pour la pre´paration de l’analyse des donne´es de la mission. Afin de
concre´tiser ces ambitions, le simulateur devra eˆtre augmente´ de plusieurs ame´liora-
tions, dont certaines ont de´ja` e´te´ e´voque´es. Le pre´sent chapitre se de´die a` proposer
quelques-unes des ame´liorations possibles.
13.1 Optimisation des controˆleurs
Dans la section 10.4, on a vu l’influence conside´rable des performances de controˆle
sur le niveau de bruit d’acce´le´ration, essentiellement a` haute fre´quence. Dans ce
simulateur, on a de´cide´ d’utiliser directement les controˆleurs de LPF , permettant
une stabilisation du syste`me et la fermeture de la boucle de controˆle. Cette fermeture
a e´te´ le point de de´part de l’ensemble de l’analyse qui a d’ailleurs permis de mettre
en e´vidence l’importance de l’optimisation de la loi de controˆle. C’est a` ce titre que
l’on a conside´re´ important de fermer rapidement la boucle, quitte a` s’attendre a`
observer des performances de controˆle en-dec¸a` des exigences initiales. Une fois cette
boucle ferme´ee, la compre´hension du syste`me, la comparaison des performances aux
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exigences, l’e´tude des fonctions de sensibilite´ et sans oublier l’utilite´ pe´dagogique
d’une telle e´bauche font de l’optimisation de la loi de controˆle un objectif davantage
a` porte´e de main.
En ce qui concerne la construction et l’optimisation d’une loi de controˆle, il existe
un nombre conside´rable de techniques et une vaste litte´rature spe´cialise´e. Dans le
domaine du spatial, les contraintes de performances et de robustesse sont en ge´ne´-
ral tre`s fortes, ce qui rend la taˆche particulie`rement exigeante. On rappelle que la
robustesse d’une loi de controˆle correspond a` sa qualite´ d’insensibilite´ aux impre´-
cisons de mode´lisation. Plus un controˆleur sera robuste, et moins ses performances
seront influence´es par des e´carts entre le mode`le et le syste`me re´el a` controˆler. Cette
robustesse peut eˆtre estime´e quantitativement au travers de la fonction de transfert
de sensibilite´ S mentionne´e en section 10.4.1. De manie`re ge´ne´rale, les fonctions S
et T sont utilise´es dans ce que l’on appelle les techniques de design de loi de controˆle
dans le domaine de fre´quence. Elles permettent d’optimiser les influences des di-
verses perturbations (bruits de mesure, forces et couples directs, imperfections du
mode`le...) sur les performances de controˆle.
Cependant, ces optimisations peuvent parfois eˆtre incompatibles. La manipula-
tion des fonctions de sensibilite´ S et T est soumise a` une limitation fondamentale,
clairement mise en e´vidence par la relation dans l’e´quation 13.1.
S + T =
1
1 +GK
+
GK
1 +GK
= 1 (13.1)
Il existe une me´thode commune´ment utilise´e dans le domaine du spatial appele´
H-infinity optimisation [13]. Cette technique fait appel a` une matrice H contenant 4
fonctions de transfert, surnomme´es ”le gang des 4”. Ces fonctions sont les suivantes :
S =
1
1 +GK
T =
GK
1 +GK
(13.2)
GS =
G
1 +GK
KS =
K
1 +GK
(13.3)
L’apparition de ces fonctions a e´te´ observe´e dans les e´quations 10.13 et 10.13.
Elles sont appele´es respectivement fonction de sensibilite´ S, fonction comple´mentaire
de sensibilite´ T , fonction de sensibilite´ de charge (aux perturbations) GS et fonction
de sensibilite´ au bruit KS. A partir de ces fonctions, on e´crit la matrice H comme :
H =
✓
S GS
KS T
◆
(13.4)
Le but de la me´thode H1 est alors de minimiser la norme infinie kHk1 de cette
matrice H. On peut montrer [13] que la norme infinie de cette matrice s’e´crit :
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kHk1 = sup
!
0@
q 
1 + |G(i!)|2   1 + |K(i!)|2 
|1 +G(i!)K(i!)|
1A (13.5)
On pose ici s = i! car seul est conside´re´ le comportement en re´gime permanent
dans le cadre du design dans le domaine fre´quentiel. Pour un syste`me stable, tous les
e↵ets transitoires disparaissent au bout d’un certain temps, et on ne conside`re plus
que la partie imaginaire de la variable de Laplace s correspondante aux phe´nome`nes
pe´riodiques.
Le proble`me du design des controˆleurs revient alors a` trouver la loi de controˆle
K permettant de minimiser la norme kHk1. Cette minimisation assure que les gains
des fonctions de transfert GS et KS sont faibles, mais attribue e´galement des seuils
maximaux aux fonctions de sensibilite´ S et T qui sont e´galement contenues dans la
matrice H. Il existe des algorithmes pour de´terminer une loi de controˆle K qui main-
tient la norme kHk1 en dessous d’un certain seuil fixe´ par les exigences spe´cifiques
au proble`me. Une telle loi de controˆle peut par exemple eˆtre obtenue en re´solvant
des e´quations appele´es Equations alge´briques de Riccati. On n’entrera pas plus dans
les de´tails ici. On note tout de meˆme que cette me´thode est accessible via la fonction
hinfsyn de la boˆıte a` outil Robust control toolbox du logiciel Matlab.
Matlab fournit aussi par l’interme´diaire de la boˆıte a` outil Robust control toolbox
un outil graphique commode de design de loi de controˆle appele´ Control System
Designer Tool. En particulier, on peut y spe´cifier les di↵e´rentes exigences de perfor-
mances au travers de contraintes sur les fonctions de sensibilite´ de l’e´quation 13.3.
Cet instrument ne s’applique qu’au cas des mode`les SISO, de l’anglais Single Input
Single Output. Cependant, on a vu en section 8.5.3 comment se retrouver avec un
ensemble de mode`les SISO a` partir du mode`le MIMO conside´re´ dans le simulateur.
A ce jour, on envisage de re´aliser l’optimisation de la loi de controˆle du simulateur
a` l’aide de la me´thode pre´sente´e dans cette section brie`vement et en particulier de
l’outil Control System Designer Tool e´voque´ ici.
13.2 Mode´lisation fide`le des instruments de me-
sure et d’actuation
A ce stade, la mode´lisation des syste`mes de mesure et d’actuation se re´sume a`
des matrices de diaphonie, re´ve´lant les imperfections ge´ome´triques, e´ventuellement
des temps de re´ponse, par l’introduction de de´lais ou de poˆles, et des mode`les de
bruit line´aires et stationnaires. Une fois le premier syste`me en boucle ferme´e re´alise´
et analyse´, l’e´tape suivante consiste a` se concentrer sur une mode´lisation plus so-
phistique´e des di↵e´rents modules, que l’on souhaite plus proche de la caracte´risation
expe´rimentale que des spe´cifications. L’ide´e est de se rapprocher ou e´ventuellement
de sugge´rer la participation des di↵e´rents spe´cialistes du domaine au sein de la
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communaute´. En e↵et, un des objectifs de ce simulateur est de constituer une mo-
de´lisation la plus fide`le possible de l’instrument qui serait inte´gre´e a` un logiciel de
simulation ”end-to-end” de´die´ a` la production de donne´es simule´es.
Les imperfections ge´ome´triques du syste`me d’actuation, c’est-a`-dire la fuite de
forces (torques) commande´es sur (autour d’) un axe vers un second, constitue po-
tentiellement comme on l’a vu une source de bruit d’acce´le´ration importante du
de´tecteur. Ainsi, une mode´lisation plus re´aliste du syste`me d’actuation capacitive
apparaˆıt une priorite´ a` ce niveau. Comme mentionne´ en section 10.4.2, l’e´tude d’une
mode´lisation plus fide`le est a` l’oeuvre au laboratoire AstroParticule et Cosmologie
(APC ), spe´cifiquement de´die´e a` l’estimation de cette matrice de diaphonie. Cette
e´tude a d’ores et de´ja` montre´ par exemple que la matrice de diaphonie n’est certai-
nement pas une quantite´ physique statique, et de´pend par de´finition de l’orientation
et la position des masses d’e´preuve, introduisant par conse´quent des non-line´arite´s
dans le syste`me.
Les syste`mes de mesure ont e´galement e´te´ largement simplifie´s, en particulier
le syste`me interfe´rome´trique. Les e´quations de mesure conside´re´es dans la repre´-
sentation d’e´tat manipulent directement les variables dynamiques, e´ventuellement
recompose´es pour rendre compte des imperfections ge´ome´triques et augmente´es d’un
bruit de mesure. Une conside´ration plus intime de la physique qui de´composerait par
exemple la mesure interfe´rome´trique et solliciterait la de´finition des chemins optiques
et de la mesure de phase pourrait eˆtre envisage´e. Cela permettrait e´galement l’in-
troduction d’un mode`le de phaseme`tre avec un bruit associe´. De meˆme, il serait
important d’e´tablir une distinction claire entre syste`me Di↵erential Wavefront Sen-
sing (DWS ) de mesure interfe´rome´trique de l’orientation des masses d’e´preuve et les
mesures de de´placement en translation, et a` cet e↵et, de tenir compte de la pre´sence
des photode´tecteurs a` quadrants. De manie`re ge´ne´rale, dans l’ide´al, les modules de
mesure du simulateur ne devraient impliquer directement que les quantite´s phy-
siques observables par les instruments de mesure. Cependant, a` nouveau, une telle
entreprise suscitera ne´cessairement un accroissement de la complexite´ du syste`me,
de par les non-line´arite´s probables a` conside´rer, tout en y perdant en flexibilite´.
On voit alors surgir un obstacle a` la line´arisation du proble`me. Une mode´lisation
plus fide`le de l’instrument ne´cessitera certainement une plus grande complexite´ du
mode`le en boucle ferme´e, essentiellement du fait des proprie´te´s non line´aires et insta-
tionnaires que l’on devra conside´rer. De plus cette complexite´ accrue se re´percutera
ine´vitablement sur le temps de calcul, diminuant d’autant la souplesse d’utilisation
de l’outil de simulation. Les e´tudes de configuration, les analyses de contribution des
imperfections et globalement l’aspect compre´hension du syste`me seront certainement
rendus plus di ciles a` mettre en oeuvre. D’ou` la ne´cessite´ de bien distinguer deux
objectifs potentiellement incompatibles du simulateur, a` savoir l’inte´gration dans un
simulateur ”end-to-end”plus exhaustif et complexe et une simulation simplifie´e mais
flexible et rapide, adapte´e aux tests de multiples configurations de l’instrument.
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13.3 Construction d’un mode`le non-line´aire
Le mode`le dynamique conside´re´ dans le simulateur a e´te´ line´arise´ en section 7.3,
en s’aidant notamment du fait qu’en pre´sence de la boucle de controˆle, les coor-
donne´es dynamiques restent en permanence au voisinage de leur valeur de consigne,
nulle dans ce cas, aux erreurs de controˆle pre`s pre´sente´es dans la section 10.1.2.
On a e´galement e´te´ amene´ a` conside´rer constants certains termes instationnaires de
la repre´sentation d’e´tat, en fait ceux se couplant avec les variables dynamiques, et
qui correspondent a` des forces et couples d’inertie. Bien que ces termes d’inertie,
du second ordre, paraissent d’influence tre`s faible en comparaison des bruits et des
forces de perturbation directes applique´es aux masses d’e´preuve, il semble inte´res-
sant d’e´tudier l’impact de cette line´arisation sur les re´sultats finaux en terme de
bruit d’acce´le´ration, voire sur les performances de la loi de controˆle.
Le mode`le dynamique tel qu’il a e´te´ imple´mente´ permet un basculement aise´
entre mode`le line´aire et non-line´aire. La fonction MATLAB EOM.m associe´e a` ce
mode`le prend en argument le vecteur d’e´tat ~X donnant l’ensemble des variables
dynamiques du mode`le et l’attitude de consigne du satellite, e´le´ment responsable de
la non-stationnarite´ du mode`le. Prendre en compte un mode`le line´aire et stationnaire
ou non-line´aire revient alors a` faire e´voluer ou non le vecteur d’e´tat et l’attitude de
consigne en argument. Pour utiliser un mode`le line´aire et stationnaire, on n’utilise
qu’un mode`le unique pour l’ensemble de la simulation donc les matrices d’e´tat sont
construites a` partir du vecteur d’e´tat et de l’attitude de consigne a` l’instant initial
(le vecteur d’e´tat initial e´tant nul par de´faut). A l’inverse, conside´rer un mode`le
non-line´aire consiste a` faire e´voluer les matrices d’e´tat du mode`le conjointement au
vecteur d’e´tat et a` l’attitude de consigne.
L’introduction d’un mode`le non-line´aire dans le syste`me n’est pas anodine. Elle a
pour e↵et de compliquer conside´rablement l’assemblage des di↵e´rent sous-modules,
la re´solution des e´quations di↵e´rentielles et d’interdire e´galement le principe de su-
perposition, invoque´ notamment dans l’assemblage des sous-modules mais aussi dans
l’e´tude de la de´composition du bruit d’acce´le´ration. On propose cependant ici une
premie`re strate´gie simple qui permettrait d’introduire la non-line´arite´ de la dyna-
mique. On pourrait a priori assembler tous les sous-modules line´aires du syste`me
et re´soudre simultane´ment mais se´pare´ment les parties line´aires et non-line´aires. Le
mode`le dynamique G non-line´aire serait pris en charge par un solveur non-line´aire,
ne´cessairement a` pas constant, qui se nourrirait a` chaque instant des forces com-
mande´es par le mode`le de controˆle, quant a` lui line´aire, augmente´ des mode`les de
mesure et d’actuation. De toute e´vidence, le temps de calcul se verrait nettement
allonge´ par cette strate´gie mais on pourrait alors ve´rifier de´finitivement la validite´
de la proce´dure de line´arisation de la dynamique.
Dans le cadre d’une mode´lisation plus fide`le des syste`mes de mesure et d’actua-
tion, on pourra aussi eˆtre amene´ a` introduire de nouvelles non-line´arite´s et instation-
narite´s dans le syste`me, comme e´voque´ dans la section pre´ce´dente. Cette situation
nous conduira probablement a` repenser plus en profondeur les proce´dures d’assem-
blage et de re´solution du syste`me di↵e´rentiel de´crites jusqu’a` pre´sent.
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13.4 Influence de l’attitude du satellite
Durant la construction de ce simulateur, on a pris conscience du caracte`re primor-
dial de la strate´gie de pointage sur les performances en terme de bruit d’acce´le´ration.
Dans une configuration de la mission de LISA ou` les te´lescopes maintiennent un e´cart
angulaire relatif fixe de 60°, la respiration de la formation triangulaire, tenant son
origine des trajectoires orbitales se´lectionne´es, et l’agitation angulaire du satellite
entraˆınent une discordance entre l’axe Drag-Free, axe de plus grande sensibilite´ du
de´tecteur, et l’axe dit sensible suivant lequel les performances sont exige´es. Graˆce
a` la strate´gie de de´composition des influences mise en place en section 10.3, on est
capable d’observer l’e↵et de cette mauvaise correspondance en comparant la de´com-
position pour une projection du bruit d’acce´le´ration sur l’axe sensible et une autre
sur l’axe Drag-Free.
Dans la figure 13.1, on pre´sente la de´composition en l’absence de diaphonie,
d’e↵ets de raideur et en conside´rant une projection du bruit d’acce´le´ration sur l’axe
Drag-Free. Cette figure est a` comparer a` la figure 10.14 qui correspond a` la meˆme
configuration a` l’exception de l’axe de projection du bruit d’acce´le´ration qui est
pour cette dernie`re l’axe sensible. On constate alors une nette diminution de la
contribution de l’ensemble des bruits, a` commencer par le bruit des micropropulseurs
d’influence jusque la` dominante. Cela s’explique par le fait que toute actuation
directe du syste`me capacitif sur les masses d’e´preuve suivant l’axe Drag-Free est
interdite par la strate´gie de controˆle. Dans le cas ou` cet axe ne co¨ıncide pas avec l’axe
sensible, une partie des actuations directes sur les masses d’e´preuve se projettent
suivant l’axe d’observation.
Mais ce n’est pas la seule incidence de cette discordance. Comme expose´ dans
le dernier paragraphe de la section 12.2, le bruit d’acce´le´ration pre´sente´ jusqu’a`
pre´sent correspond a` une quantite´ physique ”re´elle” non directement observe´e par le
de´tecteur. Pour mettre en e´vidence l’influence de la qualite´ du pointage sur le bruit
d’acce´le´ration, il est ne´cessaire de conside´rer non pas une quantite´ physique inconnue
du de´tecteur mais sa propagation sur l’observable finale au travers des senseurs et
du traitement a posteriori, type TDI , qui recombine les di↵e´rents signaux implique´s
tout en tenant compte des de´lais temporels a` conside´rer. A ce jour, il n’a pas encore
e´te´ de´cide´ d’inclure ces aspects-la` dans le simulateur, car on se situe a` cheval entre
deux niveaux de simulation di↵e´rents : l’un plutoˆt local, concentre´ sur la simulation
de la dynamique de chaque satellite conside´re´ inde´pendamment et localement, et un
autre plus global, de type LISACode, concerne´ par les aspects de synchronisation et
de recombinaison des di↵e´rents signaux de mesure en provenance des trois satellites.
Comme plusieurs fois e´voque´, une configuration de l’instrument qui conside`re
des te´lescopes rigides amplifie conside´rablement le de´salignement des axes de me-
sure de de´placement des interfe´rome`tres locaux (TM-S/C) et scientifique (S/C-S/C),
puisque l’on se trouve incapable d’adapter la direction des axes Drag-Free a` l’e´volu-
tion des axes sensibles qu’entraˆıne la respiration de la constellation. Bien entendu, ce
phe´nome`ne perd de l’importance lorsque les te´lescopes sont orientables et peuvent
s’adapter a` cette e´volution. A ce titre, il serait important d’inclure ce degre´ de li-
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Figure 13.1 – De´composition des contributions de chaque source individuelle de bruit et de per-
turbation sur le spectre de bruit d’acce´le´ration (T = 4.106s, moyenne sur 10 feneˆtres temporelles,
fs = 10Hz, feneˆtre de type Blackmann-Harris). Sur cette figure, on de´sactive a` la fois les
forces de raideur et les diaphonies d’actuation du syste`me capacitif. On projette e´ga-
lement l’acce´le´ration de la masse d’e´preuve, non plus suivant l’axe sensible, mais
suivant l’axe Drag-Free. Cette figure doit eˆtre compare´e aux figures 10.9 et 10.14.
berte´ dynamique au simulateur, e´ventuellement en tant qu’option, permettant ainsi
l’e´tude et la comparaison de ces deux configurations possibles.
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13.5 Etude de configurations de l’instrument
Le simulateur donne l’opportunite´ d’e´tudier diverses configurations du de´tecteur.
A ce jour, aucun design de´finitif de l’instrument n’a e´te´ e´tabli. La re´cente valida-
tion du the`me scientifique par l’European Space Agency (ESA) pour la mission L3,
motive la collaboration a` de´finir, d’ici la fin de la de´cennie, un design de´finitif et
une sensibilite´ attendue pour l’instrument. L’outil de simulation de´veloppe´ pour-
rait participer a` cet e↵ort, en permettant l’analyse des performances du de´tecteur
en terme de bruit d’acce´le´ration pour plusieurs configurations. A titre d’exemple,
comme cela a de´ja` e´te´ discute´, les avantages et inconve´nients de la mobilite´ des te´les-
copes pourraient eˆtre pese´s par l’interme´diaire de ce simulateur. Des modifications
plus radicales pourraient eˆtre e´tudie´es, comme par exemple une constellation com-
portant une seule masse d’e´preuve par satellite. Cette dernie`re serait alors en Drag-
Free suivant tous ses degre´s de liberte´ line´aires, mais serait, en revanche, sollicite´e
sur deux bras interfe´rome´triques du de´tecteur, cette proprie´te´ ge´ne´rant probable-
ment quelques complications. Une autre possibilite´ serait, a` l’inverse, d’augmenter
le nombre de masses d’e´preuve par satellite, par exemple deux masses par banc op-
tique, afin de re´aliser des mesures du bruit d’acce´le´ration en vol, a` la manie`re de
LISA Pathfinder. On peut imaginer ainsi de nombreux concepts, qui demanderaient
vraisemblablement une modification du mode`le dynamique du simulateur et e´ven-
tuellement de la strate´gie de controˆle de´ploye´e. La flexibilite´ du mode`le line´aire en
boucle ferme´e pourrait s’accommoder sans trop de peine de tels changements.
L’expe´rience LISA Pathfinder sera l’occasion d’e´tudier la technologie LTP en
environnement spatial. Durant les ope´rations, de nombreuses investigations sont
pre´vues pour caracte´riser l’instrumentation embarque´e, et de nombreuses proprie´-
te´s mode´lise´es dans ce simulateur seront e´value´es en vol par LISA Pathfinder. On
peut citer les forces de raideur typiques couplant la dynamique du satellite et de
la masse d’e´preuve ou les parame`tres de diaphonie 1. Cependant, la transposition
des re´sultats de LISA Pathfinder vers eLISA ne saurait eˆtre comple`tement directe,
car leur instrumentation embarque´e sera ne´cessairement di↵e´rente. On peut alors
imaginer reproduire, durant la mission eLISA, certaines des investigations re´alise´es
pour LISA Pathfinder. Le simulateur de´veloppe´ pourrait eˆtre utilise´ pour tester ces
proce´dures d’investigation, au meˆme titre que le simulateur LPF de la boˆıte a` outil
LTPDA qui a constitue´, a` cet e↵et, un dispositif majeur.
1. On note que dans le simulateur, la mode´lisation de ces proprie´te´s physiques ne´cessite plusieurs
hypothe`ses simplificatrices, comme la stationnarite´ des forces de raideur et de la diaphonie.
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Chapitre 14
Le simulateur dans la
collaboration eLISA
Ce travail de simulation s’inscrit e´galement dans l’e´laboration d’un simulateur
de plus grande envergure de la mission eLISA. Un projet de construction d’un si-
mulateur ”end-to-end” dont l’ambition est de tenter de reproduire l’ensemble de la
chaˆıne de de´tection, de l’onde gravitationnelle de´tecte´e jusqu’a` l’analyse de don-
ne´es, en passant par la mode´lisation la plus fide`le possible du fonctionnement des
di↵e´rents modules implique´s, de leurs interactions, de leurs imperfections et la com-
position ade´quate de tous les signaux de mesure. Ce simulateur a ainsi pour objectif
de constituer un outil de pre´paration a` l’analyse de donne´es par la production de
flux de donne´es comparables a` ceux de la mission re´elle. Les outils d’analyse de
donne´es seront alors teste´s sur ces donne´es artificielles avant que ces dernie`res soient
remplace´es par de re´elles observations.
Un nouveau groupe de travail s’est assemble´ dans la collaboration eLISA autour
de ce projet de simulation. Une architecture pre´liminaire a e´te´ dessine´e par l’e´quipe
de l’AEI a` Hanovre. Elle est pre´sente´e dans les figures 14.1 et 14.2. Le diagramme
se divise en trois blocs, le premier concernant la mode´lisation de la forme d’onde, le
second se concentrant sur la mode´lisation du de´tecteur (figure 14.1) et le troisie`me
sur l’analyse de donne´es (figure 14.2). Deux blocs secondaires se dessinent dans
la partie de´tecteur, en distinguant les aspects de dynamique macroscopique de la
constellation et la simulation des dispositifs de me´trologie du de´tecteur.
Naturellement, le simulateur de´veloppe´ dans ce travail de the`se s’inscrit dans
le bloc de´tecteur de ce sche´ma, en particulier dans la partie me´trologie. Le sous-
module ou` il intervient est mis en couleur sur la figure : son roˆle est d’estimer le
bruit d’acce´le´ration, e´le´ment de contribution principal au bruit de chemin optique
a` basse fre´quence. Cependant, la reproduction de la dynamique du satellite et des
masses d’e´preuve qu’il ne´cessite lui permet d’e´largir sa participation a` divers endroits
de ce sche´ma. Par exemple, dans la partie mouvement macroscopique, l’e´tude de la
dynamique du satellite, influence´e principalement par la strate´gie de controˆle de
Drag   Free, peut permettre d’obtenir une estimation plus fide`le de l’e´volution de
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la distance entre les satellites durant la mission, et de ce fait, des temps de parcours
des faisceaux laser le long des bras de l’interfe´rome`tre. Il peut e´galement intervenir
dans la mode´lisation du bruit de pointage des te´lescopes, en e´tudiant l’influence
de l’agitation angulaire des satellites dans le cadre du syste`me en boucle ferme´e,
et e´ventuellement du mouvement des te´lescopes, par l’interme´diaire d’une future
version du simulateur introduisant ce nouveau degre´ de liberte´.
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Figure 14.1 – Diagramme du simulateur ”end-to-end” imagine´ par l’e´quipe eLISA de l’AEI a` Hanovre. Sur cette partie du diagramme se distinguent deux
blocs principaux, le premier consacre´ a` la simulation du rayonnement gravitationnel, le second de´die´ a` la mode´lisation de l’instrument. Ce dernier bloc est
divise´ en deux sous-cate´gories qui di↵e´rencient deux ordres d’e´chelle distincts pour la simulation. Le lieu de contribution naturel de l’outil de simulation
pre´sente´ dans ce manuscrit est mis en rouge sur le diagramme. Avec l’aimable autorisation de Brigitte Kaune, AEI Hannover.
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Figure 14.2 – Diagramme du simulateur ”end-to-end” imagine´ par l’e´quipe eLISA de l’AEI a` Hanovre. Cette figure s’enchaˆıne a` la pre´ce´dente. Le bloc
repre´sente´ est consacre´ au traitement et a` l’analyse des donne´es simule´es. Avec l’aimable autorisation de Brigitte Kaune, AEI Hannover.
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Conclusion
Ce travail de the`se aboutit finalement a` la de´livrance d’un simulateur repro-
duisant le comportement dynamique du syste`me en boucle ferme´e que constitue le
triplet Satellite-Masses d’e´preuve. Il permet d’e´tablir des estimations pre´liminaires
pour une quantite´ physique d’inte´reˆt majeur, le bruit d’acce´le´ration, qui limite la
sensibilite´ du de´tecteur a` basse fre´quence et peut, par conse´quent, se re´ve´ler domma-
geable pour les objectifs scientifiques dans ce domaine de fre´quence. Mais avant tout,
le re´sultat essentiel de ce travail est d’o↵rir a` la communaute´ scientifique eLISA un
logiciel de simulation de la dynamique du syste`me, dont l’utilite´ est multiple. Tout
d’abord, il pourrait o↵rir une participation de´terminante dans l’e´tude des configu-
rations possibles du de´tecteur eLISA, en particulier dans le cadre de la de´finition
de la mission, de ses objectifs scientifiques re´alisables et de l’instrument a` de´ployer,
e↵ort ayant d’ailleurs e´te´ re´cemment initie´ par le comite´ du Gravitational Obser-
vatory Advisory Team (GOAT ). A plus court terme, cet outil fournira e´galement
des pre´visions de plus en plus fide`les du bruit d’acce´le´ration attendu aux e´quipes de
la communaute´ spe´cialise´es dans l’analyse de donne´es, afin d’obtenir une courbe de
sensibilite´ plus re´aliste a` basse fre´quence. Enfin, comme on l’a vu en fin de discussion,
cet outil s’inscrit dans un e↵ort commun de la communaute´ eLISA, engage´ par une
toute nouvelle e´quipe de travail, dont l’objectif est la construction d’un simulateur
”end-to-end” de grande envergure qui ne´cessite, bien entendu, la mode´lisation des
aspects dynamiques du de´tecteur.
Les grandes e´tapes de la conception de cet outil de simulation expose´es dans ce
manuscrit sont les suivantes :
— Dans un premier temps, on s’est concentre´ en partie II sur la de´finition des
e´quations du mouvement qui gouvernent la dynamique du syste`me Satellite-
Masses d’e´preuve. La principale di culte´ re´side dans la correcte gestion des
di↵e´rents re´fe´rentiels introduits pour caracte´riser la position et l’orientation
des trois corps en jeu (cf. section 5.1). A ce titre, on s’est e´quipe´ d’un syste`me
de convention d’e´criture (cf. section 5.2) pour e´carter significativement l’es-
sentiel de ces di culte´s. Muni de cette convention, on a de´gage´ les e´quations
de mouvement en trois phases successives qui consistent en l’e´criture vecto-
rielle des e´quations du mouvement dans un re´fe´rentiel galile´en, leur transpo-
sition dans un re´fe´rentiel non-galile´en a` l’aide de la relation de Varignon, pour
enfin exprimer cette relation vectorielle dans un syste`me de coordonne´es par-
ticulier. On aboutit finalement a` une expression de la dynamique du syste`me
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dans un ensemble de re´fe´rentiels se´lectionne´s pour faciliter sa line´arisation
(cf. sections 6.3 et 6.4).
— Ensuite, au chapitre 7, on a mode´lise´ cette dynamique par une repre´sentation
d’e´tat, dans laquelle toute l’information de l’e´tat dynamique d’un syste`me
est contenue dans un vecteur d’e´tat. Cette repre´sentation permet l’utilisation
de l’arsenal de l’analyse matricielle pour manipuler, analyser et re´soudre les
e´quations de la dynamique, en particulier lorsque celles-ci sont line´aires et
stationnaires. La dynamique a d’ailleurs e´te´ line´arise´e a` cet e↵et, profitant de
la pre´sence de la loi de controˆle et de l’expression des e´quations dans un jeu de
re´fe´rentiels ade´quats (cf. section 7.3). Il en re´sulte une repre´sentation d’e´tat
line´aire et stationnaire, se caracte´risant par un jeu de matrices A, B, C et D
inde´pendantes de l’e´tat dynamique et du temps, qui garantit l’application du
principe de superposition (cf. section 7.2.2), utilise´ par la suite lors des e´tudes
de de´composition des influences sur le bruit d’acce´le´ration, et le´gitimise les
techniques d’analyse dans le domaine de fre´quence.
— Dans la partie III, le mode`le dynamique est inscrit dans un syste`me en boucle
ferme´e comprenant la mode´lisation des actuateurs, des senseurs, de leurs bruit
et imperfections associe´s, ainsi que la loi de controˆle dont l’objectif est de cen-
trer et correctement orienter les masses d’e´preuve dans leur compartiment et
d’orienter le satellite pour un pointage optimal des te´lescopes. Les mode`les
simplifie´s utilise´s pour les senseurs, les actuateurs, les niveaux de bruit asso-
cie´s et les perturbations directes sont passe´s en revue dans les sections 8.2,
8.3 et 8.4. On met particulie`rement en avant dans ce chapitre les e↵ets de
diaphonie d’actuation, notamment ceux du syste`me capacitif d’actuation (cf.
section 8.3.2), qui joueront un roˆle significatif dans le bruit d’acce´le´ration
observe´ a` haute fre´quence. Le couplage entre la dynamique du satellite et
celle des masses d’e´preuve au travers des forces de raideur est introduit en
section 8.4.2. Plus loin, au chapitre 11, on ame´liore le mode`le pre´ce´dent en
utilisant une mode´lisation plus fide`le des forces de perturbation directes, des
actuateurs et des senseurs, elle-meˆme adapte´e de mode`les et de campagnes
de mesure re´alise´es par la collaboration LISA Pathfinder, l’industriel Airbus
Defence & Space ou le centre de recherche de l’ONERA.
— Enfin, en section 8.5, on pre´sente loi de controˆle mise en place. Les di↵e´rents
e´le´ments de la strate´gie de controˆle (Attitude, Drag-Free et Suspension) sont
discute´s et compare´s avec ceux de la mission LPF . La fermeture de la boucle
e´tant indispensable pour re´aliser toutes les e´tudes syste`me ne´cessaires au test
et a` l’optimisation du simulateur, on de´cide d’utiliser les controˆleurs de LPF
pour construire le syste`me asservi (cf. section 8.5.3). De par la proximite´
des deux syste`mes, cette loi de controˆle s’ave`re su sante pour stabiliser la
dynamique (cf. section 10.1). Cependant on observera au chapitre 10 qu’une
e´tude plus approfondie des performances de controˆle (cf. section 10.4.1) re´ve`le
le caracte`re non optimal de ces controˆleurs dans le cas de l’expe´rience eLISA.
Cette premie`re loi de controˆle a ne´anmoins constitue´ une phase importante
dans la conception du simulateur, et l’optimisation des controˆleurs semble
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dore´navant plus abordable depuis que les di↵e´rents points d’ame´lioration cle´s
ont e´te´ identifie´s (cf. sections 10.1.2, 10.2 et 10.4.1).
Au chapitre 9, on de´finit la notion de bruit d’acce´le´ration et l’on expose la ma-
nie`re dont il est de´duit de la dynamique des masses d’e´preuve. A partir de l’e´volution
temporelle des variables dynamiques re´sultantes de la simulation (cf. section 10.1),
on estime le niveau de bruit d’acce´le´ration et l’on e´tudie sa densite´ spectrale d’am-
plitude. L’e´tude dans le domaine fre´quentiel (cf. section 10.3) a permis d’e´tudier
l’influence de chaque composante de bruit et de chaque imperfection sur le bruit
d’acce´le´ration, profitant alors du principe de superposition qui s’applique en vertu
de la line´arite´ du syste`me. Cette e´tude a mis en e´vidence le caracte`re non opti-
mal des controˆleurs utilise´s dans le mode`le, ayant notamment pour conse´quence une
forte remonte´e du bruit d’acce´le´ration a` haute fre´quence, alors gouverne´ par le bruit
des senseurs capacitifs (cf. section 10.4). Pour reme´dier a` cet e↵et, on a re´alise´ une
modification de la loi de controˆle et paralle`lement re´duit la diaphonie d’actuation
concerne´e dont la valeur conside´rable provient d’une marge utilise´e par l’industriel
Airbus Defence & Space.
Finalement, on a observe´ deux domaines de fre´quence pour lesquels des influences
dominantes sur le bruit d’acce´le´ration se distinguent, selon la figure 11.7 :
— Dans le domaine des basses fre´quences, entre 10 5Hz et 2.10 3Hz, le bruit
d’acce´le´ration est gouverne´ par les forces perturbatrices directes. La nature
et l’amplitude de ces dernie`res sont discute´es en sections 11.1.1 et 11.3. Les
forces d’origine magne´tique semblent dominer cette influence aux plus basses
fre´quences, tandis que dans le domaine interme´diaire, a` partir de 2 mHz,
le bruit blanc brownien dirige le comportement du bruit d’acce´le´ration jus-
qu’aux alentours de 6mHz.
— A haute fre´quence, entre 6.10 3Hz et 1.10 1Hz, le bruit d’acce´le´ration est
gouverne´ par le bruit du syste`me de micropropulsion. L’autorite´ de la boucle
Drag-Free e´tant tre`s a↵aiblie dans ce domaine de fre´quence (cf. figure 8.15),
le mouvement du satellite est entie`rement soumis a` son bruit de propulsion.
Les masses d’e´preuve s’agitent alors d’autant plus fortement par rapport au
satellite, et ce mouvement relatif induit des forces sur la masse d’e´preuve
par l’interme´diaire des e↵ets de raideur. A plus haute fre´quence encore, cet
e↵et diminue, d’une part, parce que le gain des controˆleurs Drag-Free remonte
sensiblement, et d’autre part, a` cause de l’inertie du satellite qui l’insensibilise
progressivement (en 1/f 2) au bruit de micropropulsion haute fre´quence.
Si l’on aperc¸oit facilement les possibilite´s o↵ertes par cet outil de simulation, il
n’en reste pas moins un certain nombre d’ajustements a` re´aliser pour pre´tendre plei-
nement a` de telles ambitions, du moins si on les souhaite quantitatives. En premier
lieu, l’optimisation des controˆleurs s’ave`re primordiale. On a observe´ en 10.4.1 l’im-
portante influence des performances de controˆle sur le niveau de bruit d’acce´le´ration.
La modification de la loi de controˆle, obtenue pour l’instant a` partir de LISA Pa-
thfinder, nous paraˆıt constituer la priorite´ nume´ro un. Ensuite, on a pris conscience
en section 13.4 des complications induites par le de´saccord ente axe sensible et axe
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Drag-Free sur l’interpre´tation du bruit d’acce´le´ration, et en particulier sur son lien
avec la courbe de sensibilite´. La mobilite´ des te´lescopes re´duit significativement cette
discordance. Il nous paraˆıt alors essentiel d’inte´grer ce degre´ de liberte´ dynamique
supple´mentaire dans le mode`le. Dans le meˆme contexte, et peut-eˆtre dans un premier
temps, on devra e´galement mode´liser de manie`re plus re´aliste le controˆle d’attitude
en introduisant une communication entre les satellites dans le mode`le, qui a` ce jour,
conside`re les satellites inde´pendamment les uns des autres. Ces aspects nous ap-
paraissent comme la priorite´ nume´ro deux. Enfin, une mode´lisation plus fide`le de
l’ensemble des sous-modules inte´gre´s dans la boucle d’asservissement sera bien en-
tendu ne´cessaire. Ce travail profitera conside´rablement de l’expe´rience acquise par
l’interme´diaire de la mission LPF . Il ne´cessitera probablement une participation plus
large de la collaboration et repre´sente un e↵ort a` plus long terme.
On garde a` l’esprit que tout outil de simulation est par essence imparfait. Un
mode`le reproduisant exactement le comportement physique d’un syste`me est bien
entendu inenvisageable. Il s’agit alors de trouver le meilleur compromis entre flexibi-
lite´, rapidite´ et souplesse, favorisant la simplicite´ du mode`le, et pre´cision et fide´lite´
de la simulation, qui encouragent, quant a` elles, un accroissement de la complexite´.
Les ambitions qui motivent la confection du mode`le doivent de´terminer ce compro-
mis. Dans notre cas, selon que l’outil propose´ dans ce manuscrit s’inte`gre dans le
simulateur ”end-to-end”, pre´sente´ au chapitre 14 ou s’attache a` de´gager la courbe
de sensibilite´ de l’instrument, la complexite´ souhaite´e n’est e´ventuellement pas la
meˆme. Ces aspects-la`, et de manie`re plus ge´ne´rale, la place de cet outil dans l’e↵ort
de la collaboration, sont entre autres choses discute´s au sein d’un nouveau groupe de
travail de la communaute´ LISA, de´nomme´ ”Simulation Working Group”, concerne´
par toutes les activite´s de simulation dans la communaute´.
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Annexe A
Activite´s mene´es au sein de la
communaute´ LISA Pathfinder
Le lancement imminent de la mission LISA Pathfinder [42], pre´vu pour le dernier
trimestre 2015, a sollicite´ durant ces trois anne´es de the`se un e↵ort croissant de la
communaute´ scientifique, notamment dans la pre´paration de l’analyse de donne´es.
Le but de ce travail e´tait d’aboutir a` une de´finition pre´cise des objectifs scienti-
fiques, en terme de produit scientifique de´livre´ par la mission, et a` la mise en place
de strate´gies d’investigation et de proce´dures d’analyse des observations fournies par
le satellite. Ainsi, de multiples investigations ont e´te´ conc¸ues afin d’e´tudier diverses
caracte´ristiques de l’instrument (charge e´lectrique re´siduelle des masses d’e´preuve,
forces de raideur et diaphonie d’actuation...). Pour chacune d’entre elles, une proce´-
dure d’analyse a e´te´ imagine´e, de´veloppe´e et inte´gre´e a` la boite a` outils LTPDA [27]
en constant de´veloppement par la communaute´. Cette boˆıte a` outil, de´veloppe´e sous
MATLAB, permet le te´le´chargement, la gestion et le traitement de multiples flux
de donne´es de l’instrument, et inte`gre les e´tapes clefs des proce´dures d’analyse de
l’ensemble des investigations pre´vues 1, qui s’accompagnent d’un script d’exe´cution
standard et d’une documentation associe´e.
Plusieurs campagnes de simulation des ope´rations ont e´te´ mene´es tout au long
de ces trois anne´es. L’objectif e´tait de placer la communaute´ en condition de mission
et de tester son niveau de pre´paration. Un simulateur technique de´nomme´ O✏ine
Simulations Environment (OSE ), de´veloppe´ par l’industriel Airbus Defence & Space
et pilote´ par l’ESA, e´tait charge´ de reproduire l’activite´ du satellite, lequel e´tait sou-
mis a` tout un programme d’investigations successives. Plusieurs e´quipes, organise´es
dans un cadre ope´rationnel, avaient alors la charge de recueillir, traiter et interpre´ter
les donne´es fournies par le simulateur. C’e´tait alors l’occasion pour la communaute´
de tester ces proce´dures et algorithmes qui, au fur et a` mesure des exercices, se sont
pre´cise´s et a ne´s. Actuellement, la communaute´ redouble d’e↵ort pour converger
rapidement vers une strate´gie d’ope´ration et un ensemble de proce´dures les plus
1. Ces proce´dures sont appele´es pipelines et comportent une succession d’e´tapes, allant du
te´le´chargement des donne´es jusqu’a` la production de l’observable de´sire´e
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aboutis possibles.
A.1 Identification syste`me
Mon engagement lors ces multiples campagnes de simulation s’est principalement
focalise´ sur les investigations dites d’identification syste`me. Le principe est d’exciter
la boucle d’asservissement des masses d’e´preuve 2 par l’injection d’un signal d’er-
reur et d’e´tudier la re´ponse du syste`me afin d’en extraire certaines caracte´ristiques
physiques.
Une expe´rience typique, de´nomme´e TN3045, consiste a` injecter des signaux d’er-
reur g1 et g12, ou signaux de guidage, qui s’ajoutent aux mesures interfe´rome´triques
o1 et o12 des variables dynamiques x1 et x12 3. Le syste`me se comporte alors comme
si l’on avait modifie´ la trajectoire de consigne a` traquer, le vecteur d’e´tat dynamique
de consigne e´tant nul avant l’injection. La loi de controˆle va devoir commander des
forces afin d’ajuster la position des masses d’e´preuve de manie`re a` annuler ce signal
d’erreur artificiel. On peut alors e´tudier la re´ponse du syste`me a` ces forces com-
mande´es par l’interme´diaire de l’e´volution des observables o1 et o12. Cette re´ponse
de´pendra explicitement de certaines proprie´te´s physiques du syste`me tels les forces
de raideur couplant la dynamique du satellite a` celle des masses d’e´preuve, les gains
des actuateurs et les e´ventuels de´lais temporels.
Cette expe´rience sera re´alise´e en vol et on e´tudiera l’e´volution des observations
interfe´rome´triques odata1 et o
data
12 . Ces dernie`res seront compare´es avec les pre´dictions
d’un mode`le parame´trique  
⇣
~✓,~i(t)
⌘
de´pendant d’un ensemble de parame`tres phy-
siques ~✓ et de se´ries temporelles en entre´e ~i(t) :

omod1 (t)
omod12 (t)
 
=  
⇣
~✓,~i(t)
⌘
(A.1)
On distingue deux types de mode`les utilise´s pour l’identification syste`me. Un
premier [25] se place dans le domaine des acce´le´rations et e´tudie la re´ponse du
syste`me dynamique, des actuateurs et des senseurs en boucle ouverte, en utilisant
les forces commande´es par le DFACS du satellite et de´livre´es au sol. Il consiste a`
e´tudier les de´rive´es secondes o¨data1 et o¨
data
12 en retranchant la contribution provenant
de l’injection, qui se re´sume essentiellement a` l’application des forces commande´es
et aux e↵ets de raideur 4 :
2. Au meˆme titre que pour eLISA pre´ce´demment, elle implique les strate´gies de controˆle de
Drag-Free et de Suspension (cf. figure 8.13). A noter que dans LPF , en ce qui concerne la masse
d’e´preuve nume´ro 2, seule la variable di↵e´rentielle x12 est observe´e par l’interfe´rome`tre et sollicite´e
dans la boucle. Cette variable dynamique est ge´re´e par le controˆle en Suspension.
3. On rappelle que x1 de´note la position du centre des masses de la masse d’e´preuve nume´ro un
par rapport au centre H1 de son compartiment, et x12 de´crit la distance relative entre les masses.
4. Des mode`les plus sophistique´s incluant des e↵ets de diaphonie ou` di↵e´rents de´lais peuvent
eˆtre e´galement conside´re´s.
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
aresS/C(t)
ares12 (t)
 
=

o¨data1 (t)  o¨mod1 (t)
o¨data12 (t)  o¨mod12 (t)
 
(A.2)
avec :
o¨mod1 (t) =  
AMPSF cmdS/C,X(t)
mS/C
+ ⌦21,XXo
data
1 (t) (A.3)
o¨mod12 (t) =
ASUSF cmd2,X (t)
m2
+ ⌦22,XXo
data
12 (t) +
 
⌦22,XX   ⌦21,XX
 
odata1 (t) (A.4)
Ici, le mode`le est construit a` partir du jeu de parame`tres suivants, respectivement
le gain des micropropulseurs, le gain du syste`me capacitif d’actuation et les termes
de couplage traduisant les e↵ets de raideur suivant l’axe ~X 5 entre le satellite et les
masses d’e´preuve :
~✓ =
⇥
AMPS ASUS ⌦21,XX ⌦
2
2,XX
⇤
(A.5)
et les se´ries temporelles d’entre´e sont respectivement les forces commande´es au
syste`me de micropropulsion du satellite pour corriger x1 (Drag-Free), les forces com-
mande´es au syste`me capacitif pour corriger x12 (Suspension), et les observations
interfe´rome´triques du de´placement des masses.
~i(t) =
⇥
F cmdS/C,X(t) F
cmd
2,X (t) o
data
1 (t) o
data
12 (t)
⇤
(A.6)
Apre`s la soustraction du signal d’injection des acce´le´rations relatives observe´es
o¨data1 et o¨
data
12 , on se retrouve avec les estimations de l’acce´le´ration re´siduelle du satellite
aresS/C(t) et de l’acce´le´ration re´siduelle di↵e´rentielle a
res
12 (t) entre les masses d’e´preuve.
Dans le cas d’un mode`le parfait, le signal en provenance de l’injection est ide´ale-
ment retranche´ des observations et les acce´le´rations re´siduelles sont les reflets des
di↵e´rentes sources de bruit et de perturbations s’exerc¸ant sur le syste`me.
Un second type de mode`le se place cette fois-ci dans le domaine des de´place-
ments. Il sollicite donc l’inte´gration des di↵e´rentes forces et couples applique´s sur les
trois corps. On utilise un mode`le en repre´sentation d’e´tat du syste`me LPF de´veloppe´
par la communaute´ et disponible dans LTPDA. Le principe est de simuler l’investi-
gation, a` partir de ce mode`le State Space Model (SSM ) 6, en estimant la re´ponse du
syste`me en boucle ferme´e mode´lise´ aux injections g1 et g12 applique´es en entre´e.
5. Dans LPF , les re´fe´rentiels des compartiments H1 et H2 sont oriente´s de la meˆme manie`re
que le re´fe´rentiel B du satellite. On a donc ~ex,B = ~ex,H1 = ~ex,H2, ou` l’on reprend pour l’occasion la
convention d’e´criture e´tablie en section 5.1.
6. State Space Model
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Le mode`le ne peut reconstituer que le signal pur induit par l’injection et n’inclut
aucun bruit ni perturbation. Le simulateur fournit alors l’e´volution temporelle des
mesures interfe´rome´triques oSSM1 et o
SSM
12 induite par les excitations du syste`me. A
nouveau, si le mode`le permet de reconstituer parfaitement le signal, les re´sidus sont
le reflet direct des niveaux de bruit de de´placement des masses.

ores1 (t)
ores12 (t)
 
=

odata1 (t)  oSSM1 (t)
odata12 (t)  oSSM12 (t)
 
(A.7)
Dans les deux cas, on construit un estimateur de la vraisemblance 7 du mode`le
dans le domaine fre´quentiel. Dans le cas de SSM , on estime la vraisemblance du
mode`le de la manie`re suivante, qui suppose un bruit de statistique gaussienne [43] :
logL(~✓) =  2
X
f
h
o˜data12 (f)  o˜SSM12 (f, ~✓)
i h
o˜data12 (f)  o˜SSM12 (f, ~✓)
i
Sn(f)
(A.8)
ou` o˜data12 et o˜
SSM
12 sont respectivement les transforme´es de Fourier
8 des donne´es
et des pre´dictions du mode`le SSM . Le terme Sn(f) correspond a` la densite´ spec-
trale de puissance (DSP) du bruit s’ajoutant au signal. Ce bruit correspond au
de´placement des masses d’e´preuve que l’on observerait meˆme en l’absence du signal
d’excitation. En pratique, des pe´riodes relativement longues d’investigation, dites de
”bruit seul”, c’est-a`-dire sans aucune injection applique´e dans la boucle d’asservis-
sement, sont re´serve´es a` l’estimation du comportement spectral de ce bruit. Cette
estimation de la DSP du bruit est alors directement utilise´e a` l’e´quation A.8 afin
de ponde´rer la probabilite´ de l’e´cart observe´ entre les donne´es et le mode`le par le
niveau de bruit pour chaque canal de fre´quence. On s’aperc¸oit alors que cette de´fi-
nition de la vraisemblance est non seulement de´pendante du choix du mode`le utilise´
(nombre de parame`tres, line´arite´s...) mais e´galement de la qualite´ de l’estimation
du niveau de bruit. On se retrouve alors, pour les investigations d’identification sys-
te`me, de´pendant d’une part, de la re´ussite des investigations de bruit, et d’autre
part de l’hypothe`se de sa stationnarite´. La communaute´ LPF a e´galement e´tudie´ la
de´finition d’estimateurs de la vraisemblance ne de´pendant pas explicitement d’une
connaissance a priori du comportement spectral du bruit [44]. Le choix entre ces
deux estimateurs est accessible dans LTPDA.
7. c’est-a`-dire la probabilite´ d’obtenir le jeu de donne´es observe´es en supposant que le signal et
le mode`le correspondent exactement
8. Tous les spectres sont issus d’un feneˆtrage pre´alable des se´ries temporelles de type Blackman-
Harris et les premie`res fre´quences sont exclues de la se´rie fre´quentielle pour cause de faible sta-
tistique et d’influence potentielle des composantes tre`s basse fre´quence a` l’exte´rieur du domaine
fre´quentiel d’observation.
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A.2 MCMC Hammer
A.2.1 Ele´ments d’analyse baye´sienne
Dans le cadre de l’analyse baye´sienne, l’optimisation des parame`tres ~✓ d’un mo-
de`le   par rapport a` un jeu de donne´es observe´es D est e´tudie´e en terme de pro-
babilite´s. En particulier, l’ajustement de ces parame`tres est re´alise´ en maximisant
la densite´ de probabilite´ conditionnelle p
⇣
~✓/D
⌘
, appele´e distribution poste´rieure 9,
et correspondant a` la probabilite´ que les donne´es observe´es proviennent e↵ective-
ment du jeu de parame`tres ~✓ 10. L’infe´rence de cette distribution poste´rieure permet
d’acce´der non seulement au jeu de parame`tres le plus probable du mode`le concerne´
compte tenu des observations re´alise´es, mais e´galement aux notions d’erreur et de
corre´lation statistiques a` partir de la ge´ome´trie de cette distribution ge´ne´ralement
multidimensionnelle.
Il existe une relation fondamentale entre la fonction de vraisemblance donne´e a`
l’e´quation A.8 et cette distribution poste´rieure. Elle de´rive d’une proprie´te´ de base
des probabilite´s conditionnelles appele´e loi de Bayes [19] :
p
⇣
~✓/D
⌘
=
p(~✓)
p (D)
p
⇣
D/~✓
⌘
=
p(~✓)
p (D)
L(~✓) (A.9)
ou` l’on explicite la correspondance L(~✓) = p
⇣
D/~✓
⌘
. La probabilite´ p (D) s’inter-
pre`te comme la probabilite´ totale d’obtenir les donne´es D en conside´rant l’ensemble
des valeurs possibles prises par les parame`tres ~✓. Elle est donc inde´pendante de toute
re´alisation ~✓ et tient le roˆle de constante de normalisation de la distribution poste´-
rieure lors du processus d’ajustement. On conside`re ge´ne´ralement en pratique une
distribution poste´rieure non-normalise´e en omettant cette fonction de probabilite´.
En revanche, la probabilite´ p(~✓) de´pend quant a` elle explicitement de la re´alisation ~✓
et est appele´e prior. Elle de´signe notre connaissance a priori de la loi de probabilite´
gouvernant les re´alisations ~✓, c’est-a`-dire avant l’observation des donne´es D.
A.2.2 Algorithme MCMC
L’enjeu de l’estimation des parame`tres ~✓ a` partir des donne´es observe´es D revient
donc essentiellement a` repre´senter la distribution poste´rieure p
⇣
~✓/D
⌘
, qui dans le
cas d’un prior uniforme, s’identifie a` la vraisemblance L(~✓). Cette distribution peut
s’ave´rer hautement multivarie´e, et sa de´termination ne´cessite ge´ne´ralement de par-
courir un espace de dimension e´leve´e (typiquement ⇠ 5-10 parame`tres). L’e´valua-
tion sur une grille de coordonne´es ~✓ de la vraisemblance est souvent irre´alisable en
9. par la suite fdp pour fonction de densite´ poste´rieure
10. en supposant ne´anmoins l’exactitude de la structure du mode`le  
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pratique. On peut alors avoir recours a` des me´thodes stochastiques dites de Monte-
Carlo, qui permettent de parcourir l’espace des parame`tres de manie`re probabiliste,
avec une probabilite´ de passage accentue´e pre`s des zones d’inte´reˆt. C’est le principe
des me´thodes Monte-Carlo Markov Chain (MCMC ) 11.
L’objectif de toute me´thode Monte-Carlo par chaˆınes de Markov est d’aboutir
a` une chaˆıne de N e´le´ments ~✓(t) dont la distribution statistique converge vers la loi
de probabilite´ a` repre´senter, dans notre cas p
⇣
~✓/D
⌘
. Il engage un processus ite´ratif
et stochastique qui construit e´le´ment par e´le´ment une chaˆıne de Markov, dont par
de´finition l’e´le´ment d’indice (t) ne doit de´pendre que de l’e´le´ment pre´ce´dent d’indice
(t  1). Cette suite d’e´le´ments ~✓(t) est construite par re´currence de deux phases :
— La phase de proposition : l’e´le´ment ~Y est propose´ avec une certaine pro-
babilite´, appele´e probabilite´ de transition et note´e Q
⇣
~✓(t) ! ~Y
⌘
, a` partir de
l’e´le´ment courant de la chaˆıne ~✓(t).
— La phase d’acceptation : la proposition ~Y est accepte´e avec une certaine
probabilite´, dite probabilite´ d’acceptation. Dans le cas ou` ~Y est e↵ectivement
accepte´, il devient l’e´le´ment suivant de la chaˆıne (~✓(t+1) = ~Y ). Sinon, l’e´le´ment
suivant de la chaˆıne se maintient a` l’e´le´ment courant (~✓(t+1) = ~✓(t)).
Le premier e´le´ment de la chaˆıne est de´termine´e par l’utilisateur. En pratique il
est tire´ ale´atoirement dans une zone d’inte´reˆt de l’espace de parame`tres, et la taille
de cette zone est a` ajuster en fonction du proble`me.
Principe de l’algorithme ”The MCMC Hammer”
Une me´thode MCMC particulie`rement inte´ressante, en particulier en ce qui
concerne les proble`mes largement multivarie´s dont l’estimation de la vraisemblance
est couˆteuse en temps de calcul, est de´veloppe´e dans l’algorithme propose´ par [14] et
de´nomme´ ”The MCMC Hammer”12. Cet algorithme est plus pre´cise´ment une imple´-
mentation en langage Python de la me´thode Monte-Carlo propose´e par les mathe´ma-
ticiens Goodman and Weare [20]. Dans leur publication, ces derniers proposent une
me´thode MCMC 13 impliquant des chaˆınes multiples qui communiquent entre elles
et pre´sentent la proprie´te´ remarquable d’invariance a ne. Cette proprie´te´ te´moigne
de l’insensibilite´ de l’algorithme a` toute transformation a ne des parame`tres ~✓ et
traduit donc une insensibilite´ de ses performances a` une forte disparite´ des ordres
de grandeur des e´le´ments du vecteur ~✓ 14. De plus, l’aspect multi-chaˆıne o↵re l’op-
11. Monte-Carlo Markov Chain
12. http://dan.iel.fm/emcee/current/
13. qu’il nomme stretch-move algorithm
14. Avec un algorithme MCMC de type Metropolis-Hastings, grand classique du genre et tre`s
largement e´prouve´, ce proble`me est re´gulie`rement rencontre´. La probabilite´ de transition d’un
e´le´ment a` l’autre de la chaˆıne (phase de proposition) joue un roˆle clef dans la rapidite´ de convergence
de la chaˆıne. Un mauvais conditionnement de la matrice de covariance de la distribution des
parame`tres ~✓ recherche´s (on parle alors de distribution hautement anisotropique [20]) complique
quelque peu la se´lection d’une probabilite´ de transition optimale.
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portunite´ d’une paralle´lisation de l’exe´cution de l’algorithme qui peut apporter un
gain de temps conside´rable surtout lorsque l’e´valuation nume´rique de la fonction de
vraisemblance en un point ~✓ s’ave`re relativement lente.
Dans cette me´thode, on construit non pas une chaˆıne de Markov mais un en-
semble, note´ S = {~✓k}, de K chaˆınes de Markov appele´es marcheurs. Pour construire
l’e´le´ment suivant (t+1) d’un marcheur k particulier, on implique non seulement l’e´le´-
ment courant ✓(t)k mais aussi potentiellement la position courante de chaque marcheur
j 6= k de l’ensemble comple´mentaire a` k, S[k] = {~✓j, 8j 6= k}. L’algorithme est le
suivant :
1. On choisit arbitrairement le premier e´le´ment des K chaˆınes ~✓(0)k .
2. Pour mettre a` jour la position d’un marcheur k sachant ~✓(t)k , on va utiliser
la position courante (t) d’un marcheur j tire´ ale´atoirement parmi l’ensemble
comple´mentaire S[k] et faire la proposition ~Y suivante :
~✓(t)k ! ~Y = ~✓(t)k + Z
⇣
~✓(t)k   ~✓(t)j
⌘
(A.10)
ou` Z est une variable ale´atoire de distribution g(z = Z). C’est graˆce a` cette
construction de la proposition a` l’e´quation A.10 que l’on obtient un algo-
rithme invariant a ne [20]. Il reste tout de meˆme a` assurer la convergence de
la chaˆıne vers la fdp de´sire´e. La premie`re condition est que la probabilite´ de
transition de ~✓(t)k vers ~Y soit e´gale a` sa re´ciproque :
Q
⇣
~✓(t)k ! ~Y
⌘
= Q
⇣
~Y ! ~✓(t)k
⌘
(A.11)
Ce qui implique la syme´trie de la distribution g(z) [20] :
g(z 1) = zg(z) (A.12)
En particulier, il est pre´conise´ [14] d’utiliser l’expression de g(z) suivante, ou`
l’on pourra optimiser le parame`tre d’e´chelle a directement lie´ a` l’e´cart entre
la proposition et l’e´le´ment pre´sent de la chaˆıne :
g(z) =
⇢ 1p
z si z 2
⇥
1
a , a
⇤
0 sinon
 
(A.13)
Ajuster le parame`tre d’e´chelle a peut s’ave´rer utile lorsque l’on souhaite par
exemple e´viter que l’algorithme ne soit contraint autour de certains maxima
locaux de la fdp. On a alors la possibilite´ d’augmenter la valeur de a pour
donner plus de chances a` la chaˆıne de s’e´chapper de ces extrema. Plus ge´ne´-
ralement, l’augmentation de ce parame`tre d’e´chelle encourage les marcheurs
a` parcourir une zone plus vaste de l’espace des parame`tres, en e´largissant leur
saut de transition moyen lors de la phase de proposition.
3. A partir de cette proposition, la convergence vers la fdp cible est assure´e en
construisant la probabilite´ d’acceptation suivante :
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A
⇣
~Y /~✓(t)k
⌘
= min
0@1, ZN 1 p
⇣
~Y /D
⌘
p
⇣
~✓(t)k /D
⌘
1A (A.14)
Ce qui assure la condition d’e´quilibre et la convergence vers la loi stationnaire
p
⇣
~✓/D
⌘
lorsque t!1.
4. Les e´tapes 2 et 3 sont re´pe´te´es jusqu’a` atteindre une longueur de chaˆıne
su sante, note´e L, pour obtenir la statistique de´sire´e. Au final, nous obtenons
graˆce a` cet algorithmeK chaˆınes de L e´le´ments dont la distribution statistique
constitue une repre´sentation approche´e de la fdp. En combinant ces chaˆınes,
on construit une distribution statistique de K ⇥ L re´alisations.
Indices de performance
L’article [14] propose deux indices quantitatifs pour l’analyse de la convergence
des chaˆınes vers la fdp. En premier lieu, le temps d’autocorre´lation inte´gre´ ⌧int donne
une estimation du nombre d’e´valuations de la vraisemblance ne´cessaire pour obtenir
un ensemble de re´alisations inde´pendantes de la pdf cible. Il est lie´ a` la dure´e ⌧ = t t0
minimale ne´cessaire a` ce que deux e´le´ments distincts d’une chaˆıne ~✓tk et ~✓
t0
k puissent
eˆtre conside´re´s comme inde´pendants. Cette inde´pendance est mesure´e par la fonction
d’autocovariance de la chaˆıne :
Cf(T ) = lim
t!+1
cov
h
~✓(t+T )k , ~✓
(t)
k
i
(A.15)
ou` cov repre´sente la fonction de covariance, e´value´e en l’occurence entre les va-
riables ale´atoires ~✓(t+T )k et ~✓
(t)
k . Le temps d’autocorre´lation ⌧ correspond au temps
T ne´cessaire a` ce que Cf(T ) ! 0. Une quantite´ particulie`rement pertinente pour
estimer l’e cacite´ de la chaˆıne de Markov est le temps d’autocorre´lation inte´gre´ ⌧int,
qui peut s’e´crire comme [14] :
⌧int =
+1X
T= 1
Cf(T )
Cf(0)
= 1 + 2
+1X
T=1
Cf(T )
Cf(0)
(A.16)
Cette quantite´ signifie que l’on obtient une statistique e↵ective de K⇥L⌧int re´ali-
sations inde´pendantes de la fdp cible. Le temps d’autocorre´lation inte´gre´ constitue
alors une information de premier inte´reˆt au sujet de la convergence de la statistique
de la chaˆıne vers la fdp cible, et permet ainsi de se´lectionner la longueur de chaˆıne
ne´cessaire pour atteindre la statistique e↵ective souhaite´e.
Le second indice est la proportion af des propositions ~Y accepte´es durant le pro-
cessus de construction de la chaˆıne. Il n’existe pas de consensus autour d’une valeur
privile´gie´e que devrait prendre cette quantite´ pour une convergence optimale. Ce-
pendant, lorsque af est trop faible, la grande majorite´ des propositions sont rejete´es
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et la chaˆıne posse´dera au final qu’un tre`s faible nombre de re´alisations inde´pen-
dantes. A l’inverse, lorsque af est trop proche de 1, la majorite´ des propositions sont
accepte´es et la marche ale´atoire est re´alise´e sans tenir compte ou presque de la fdp
cible. En tant que compromis, l’article [14] pre´conise l’intervalle 0, 2   0, 5 pour ce
taux.
Pour ajuster ces deux indices, on dispose principalement du nombre de marcheurs
K, de la longueur des chaˆınes L, du parame`tre de tempe´rature a et e´ventuellement de
la position initiale des marcheurs. En particulier, le taux d’acceptation s’optimise en
jouant sur le parame`tre de tempe´rature a. Lorsque le taux est trop faible, cela peut
signifier que la transition entre la position courante et la proposition est trop e´le-
ve´e, cette dernie`re s’e´cartant de manie`re abrupte de la zone d’inte´reˆt de plus grande
vraisemblance. Abaisser le parame`tre de tempe´rature diminue la probabilite´ de pro-
poser de telles transitions. A l’inverse, l’augmenter permet d’explorer des re´gions
plus e´tendues de l’espace des parame`tres. En ge´ne´ral, il est recommande´ d’utiliser
un large nombre de marcheurs, car ces derniers sont inde´pendants les uns des autres
par construction [20], ce qui augmente le nombre total de re´alisations inde´pendantes.
La paralle´lisation de l’exe´cution permet de plus de ge´rer simultane´ment l’avance´e
de groupes de marcheurs. La longueur de la phase dite de burn-in, ne´cessaire pour
atteindre la stationnarite´ de la chaˆıne et son inde´pendance aux positions initiales,
doit eˆtre e´galement ajuste´e et doit ge´ne´ralement repre´senter plusieurs fois le temps
d’autocorre´lation inte´gre´ de la chaˆıne.
A.2.3 Exemple de re´sultats obtenus
L’algorithme MCMC Hammer connaˆıt un certain succe`s dans le domaine de
l’astrophysique et est utilise´ dans le cadre de divers projets. Initialement imple´-
mente´ en langage Python, il a e´te´ porte´ par Alex Conley 15 vers une version C++
disponible a` l’adresse https://github.com/aconley/pofd_affine. De plus, le la-
boratoire APC a re´alise´ le portage de la classe SSM de LTPDA en C++, ce qui a
permis de connecter ces deux objets dans l’objectif de profiter du nombre important
de CPU du cluster Arago du FACe 16. La paralle´lisation massive qu’il permet rend
l’outil de´veloppe´ extreˆmement performant en terme de temps de calcul.
On illustre l’utilisation de cet algorithme sur les investigations de type syste`me
identification ”TN3045” (cf. section A.1) pratique´es lors de l’exercice de´nomme´ Pre-
SOVT1.13 17. Durant ces investigations, le satellite est en mode scientifique nomi-
nal 18 et des injections sont re´alise´es sur le signal d’erreur (cf. figure A.1) correspon-
15. University of Colorado, Boulder
16. Franc¸ois Arago Centre, laboratoire APC
17. Il s’agit d’un ensemble de 13 exercices de´die´ au test du simulateur fonctionnel mis en place
par l’ESA de´but 2015 et a` la pre´paration de l’exercice test System Operations Validation Test
(SOVT ), ce dernier ayant eu lieu en fe´vrier 2015 au centre des ope´rations du Science and Technology
Operations Centre (STOC ) au centre de l’ESA de Darmstadt.
18. strate´gie de controˆle Drag-Free ope´rationnelle, mesure interfe´rome´trique sollicite´e pour le
controˆle
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Figure A.1 – Se´ries temporelles des injections successives de´livre´es suivant les voies o1 (a` gauche)
et o12 (a` droites). Elles consistent en les successions de plusieurs signaux sinuso¨ıdaux d’excitation de
fre´quence et d’amplitude distinctes afin de sonder la fonction de re´ponse du syste`me dans plusieurs
domaines de fre´quence.
dant aux voies de mesure o1 et o12. Ces injections modifient les signaux de consigne
a` traquer qui ne sont plus nuls durant cette phase d’investigation.
On e´tudie alors la re´ponse a` cette excitation du syste`me en boucle ferme´e en
observant les sorties odata1 et o
data
12 . On re´alise une excitation similaire du mode`le SSM
du syste`me asservi ce qui permet de comparer les pre´dictions obtenues oSSM1 et o
SSM
12
aux observations. Le mode`le SSM contient un jeu de parame`tres symboliques ~✓ qui
seront ajuste´s durant le processus MCMC . Ces parame`tres sont les suivants :
~✓ =
⇥
AMPS ASUS ⌦21,XX ⌦
2
2,XX pMPS pCAPACT T
o1
delay T
o12
delay
⇤
(A.17)
ou` les quantite´s pMPS et pCAPACT sont les poˆles des fonctions de transfert d’actua-
tion traduisant la dure´e d’e´tablissement de la commande. Les termes T o1delay et T
o12
delay
sont des de´lais purs supple´mentaires introduits artificiellement pour tenir compte
des e´ventuels de´fauts d’e´tiquetage temporel des donne´es transmises par le satellite.
Pour l’ajustement des parame`tres ~✓ du mode`le  SSM suppose´, on utilise la vrai-
semblance de´finie a` l’e´quation A.8, qui est sollicite´e dans le processus MCMC au
niveau de l’expression de la probabilite´ d’acceptation (en confondant la fdp et la
vraisemblance dans le cas d’un prior uniforme). Le mode`le de bruit Sn provient
d’une estimation de la DSP bruit re´alise´e a` partir d’une investigation de´die´e. Cette
DSP est ensuite soumise a` un simple ajustement polynomial graˆce auquel on infe`re
une estimation du mode`le de bruit sous-jacent.
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Figure A.2 – Marche ale´atoire des chaˆınes durant le processus MCMC. Seul est expose´ le parame`tre
de raideur entre la masse d’e´preuve nume´ro un et le satellite ⌦21,XX parmi l’ensemble des parame`tres
du mode`le ~✓. En haut a` gauche, on trace l’e´volution de l’ensemble des K = 248 marcheurs a`
la manie`re d’une se´rie temporelle. Les di↵e´rentes couleurs de trace´ correspondent a` des marcheurs
distincts. En haut a` droite, on retire le sous-ensemble des marcheurs qui semblent e´carte´s du
mouvement d’ensemble dominant en les discriminant par imposition d’un seuil minimal pour la
valeur du logarithme de la vraisemblance correspondant. En bas, on rallonge la phase de burn-in
(zone bleue e´limine´e) pour s’assurer qualitativement de la stationnarite´ des chaˆınes.
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L’exe´cution de l’algorithme MCMC est re´alise´e avec la configuration suivante :
K = 248 marcheurs, L = 700 e´le´ments par chaˆıne, Lburn in = 300, facteur d’e´chelle 19
a = 2, positions initiales ~✓(t=0)k issues d’un tirage ale´atoire gaussien a` partir d’un
ajustement grossier pre´liminaire des parame`tres (pour identifier la zone d’intereˆt et
acce´le´rer la convergence du processus). La figure A.2 illustre la marche ale´atoire des
chaˆınes, en se concentrant en particulier sur un des e´le´ments du vecteur de parame`tre
~✓ a` ajuster, le parame`tre de raideur ⌦21,XX entre la masse d’e´preuve nume´ro un et le
satellite.
Trois graphes sont pre´sente´s dans cette figure. En haut en gauche, on trace sans
discrimination l’e´volution de l’ensemble des marcheurs apre`s la phase de burn-in.
On aperc¸oit deux sous-ensembles distincts, le premier contenant beaucoup plus de
marcheurs que le second, et on remarque quelques e´changes entre ces sous-groupes.
En analysant la valeur de la vraisemblance correspondant a` ces deux sous-ensembles,
on peut re´aliser que le groupe le moins fourni en bas du graphe fait preuve d’une
vraisemblance nettement moins e´leve´e. On interpre`te cette disparite´ comme due a`
une faible communication entre les chaˆınes de ces deux groupes durant le processus
de construction des chaˆınes, ou e´ventuellement quelques e´ve`nements fortuits impro-
bables. En e↵et, pour construire l’e´le´ment de chaˆıne suivant a` partir de la position
courante, un marcheur k s’informe de la position courante d’un autre marcheur j
tire´ ale´atoirement (cf. section A.2.2). De fait, la communication entre deux groupes
de marcheurs n’est pas syste´matique, bien qu’elle soit d’autant plus probable si les
groupes observent de grandes di↵e´rences de peuplement. Au bout d’un temps suf-
fisant, le second groupe finira par rejoindre le premier. Le second sous-groupe de
marcheurs en bas du graphe est exclu de l’analyse par discrimination sur la vraisem-
blance, en imposant un seuil minimal pour la valeur de la vraisemblance induite par
les e´le´ments de chaque chaˆıne 20. En haut a` droite, sont repre´sente´s les marcheurs
apre`s e´limination du sous-groupe n’ayant pas converge´. On constate qualitative-
ment l’instationnarite´ des chaˆınes entre les e´chantillons 0 et 250. Cela signifie que
les chaˆınes n’ont pas encore atteint leur e´tat d’e´quilibre, e´tat pour lequel la distribu-
tion statistique de la chaˆıne refle`te la fdp cible. On en conclut que la phase de burn-in
n’e´tait probablement pas su samment longue, et on l’e´tend jusqu’au temps t = 250
en e´liminant tous les e´chantillons ante´rieurs. On aboutit finalement au graphe du
bas, ou` l’on peut se persuader qualitativement de la bonne convergence de la chaˆıne.
A la fin du processus, les Keff = 219 chaˆınes de longueur Leff = 450 non exclues
sont concate´ne´es pour produire une chaˆıne globale de Keff ⇥Leff = 98550 e´le´ments.
Bien suˆr, le TAI 21 re´duit la statistique re´ellement e↵ective. En fin de burn-in, le TAI
maximal pour l’ensemble des chaˆınes e´tait de ⌧maxint ⇡ 18. Cela signifie que dans le pire
des cas , le nombre e↵ectif de re´alisations inde´pendantes dans la chaˆıne globale est
de Neff =
Keff⇥Leff
⌧maxint
= 5475 22. Les estimateurs de l’espe´rance et de la variance des
19. Dans la phase de burn-in, le facteur d’e´chelle de´marre a` la valeur de 10 et diminue progres-
sivement jusqu’a` atteindre la valeur de 2 en fin de burn-in.
20. Plus pre´cise´ment, si un quelconque e´le´ment d’un marcheur ~✓(t)k induit une valeur du loga-
rithme de la vraisemblance en-dec¸a d’un certain seuil, le marcheur est exclu de l’analyse.
21. Temps d’Autocorre´lation Integre´ (cf. section A.2.2)
22. Ce constat est un peu se´ve`re, car on conside`re le TAI maximal parmi ceux de l’ensemble
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parame`tres sont construits en moyennant respectivement les e´le´ments de la chaˆıne
globale et les e´carts quadratiques a` cette moyenne. De plus, l’histogramme de la
distribution de la chaˆıne globale donne une repre´sentation graphique de la fdp cible
marginalise´e pour un parame`tre donne´ (cf. figure : A.3). On utilise ici une proprie´te´
remarquable des me´thodes MCMC qui permettent une marginalisation tre`s directe
de la fdp multivarie´e cible ainsi e´chantillonne´e.
Figure A.3 – Histogramme de la distribution statistique du parame`tre ⌦21,XX dans la chaˆıne globale
(100 bins). Le trace´ rouge repre´sente la distribution gaussienne the´orique construite a` partir de
l’estimation de l’espe´rance et de la variance de la chaˆıne. Le trace´ du bas repre´sente les e´carts
du de´compte des re´alisations tombant dans chaque intervalle a` la pre´diction de la distribution
gaussienne.
De meˆme, la corre´lation entre deux parame`tres s’e´tudie tre`s directement en repre´-
sentant en regard l’une de l’autre les distributions statistiques de deux parame`tres.
Dans la figure A.4, on e´tudie la corre´lation entre les distributions statistiques des pa-
rame`tres ⌦21,XX et ⌦
2
2,XX. La figure de corre´lation consiste en une repre´sentation des
isocontours du nombre de re´alisations des parame`tres ⌦21,XX et ⌦
2
2,XX dans la chaˆıne
globale tombant dans les intervalles d’un histogramme a` deux dimensions. Ces iso-
contours forment une ellipse dont le demi-grand axe admet une pente relativement
importante. Cette pente indique une corre´lation significative entre ces deux para-
me`tres. D’apre`s le mode`le parame´trique de l’e´quation A.1, qui n’est pas le mode`le
utilise´ ici mais qui est comparable au mode`le SSM en ce qui concerne la gestion des
des chaˆınes apre`s le burn-in. Non seulement il est probable que cette quantite´ di↵e`re en fonc-
tion des marcheurs, mais les 700 e´chantillons supple´mentaires tendront aussi a` re´duire ce temps.
L’estimation de la statistique e↵ective est ici volontairement pessimiste.
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e↵ets de raideur, on constate que les parame`tres ⌦21,XX et ⌦
2
2,XX sont d’influence e´qui-
valente sur l’acce´le´ration di↵e´rentielle, en traduisant tous deux le niveau de couplage
entre o¨mod12 et o
data
1 . De ce fait, une parame´trisation di↵e´rente est en ge´ne´ral utilise´e
pour ce proble`me. Elle est donne´e par le couple de parame`tres
 
⌦21,XX,⌦
2
12,XX
 
, ou`
⌦212,XX = ⌦
2
2,XX   ⌦21,XX est appele´e raideur di↵e´rentielle, qui permet de manipuler
des parame`tres de raideur de´corre´le´s.
Figure A.4 – Figure de corre´lation des parame`tres ⌦21,XX et ⌦
2
2,XX . Il s’agit de la repre´sentation
des isocontours du nombre de re´alisations des parame`tres ⌦21,XX et ⌦
2
2,XX dans la chaˆıne globale
tombant dans les intervalles d’un histogramme a` deux dimensions. La pente du demi-grand axe de
l’ellipse traduit le degre´ de corre´lation des parame`tres. Les axes de l’ellipse fournissent l’information
d’une parame´trisation privile´gie´e du mode`le, car dans ce nouvel espace de parame`tres, ces derniers
sont inde´pendants les uns des autres.
Enfin, on se propose de comparer les spectres des donne´es a` ceux pre´dits par
le mode`le  SSM , ce dernier e´tant e´value´ au point ~✓best donnant le meilleur ajuste-
ment. La figure A.5 pre´sente quatre graphes, chacun compose´ de la superposition
des spectres des donne´es simule´es, des pre´dictions du mode`le, du re´sidu 23 et du mo-
de`le de bruit utilise´, ce dernier provenant de l’ajustement polynomial des mesures
re´alise´es lors de l’investigation de bruit de´die´e.
23. qui n’est autre que le nume´rateur du logarithme de la vraisemblance a` l’e´quation A.8
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Figure A.5 – Comparaison des spectres des donne´es simule´es (en rouge), des pre´dictions du mode`le
(en bleu), des re´sidus (en vert) et des mode`le de bruit (en noir) pour chacune des sorties o1 et o12
des deux investigations analyse´es conjointement. En haut, les graphes 1 et 2 correspondent a` une
premie`re investigation dans laquelle est applique´ le signal de guidage g1. En bas, les graphes 3 et 4
concernent l’investigation utilisant le signal de guidage g12.
.
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Les deux graphes du haut (que l’on marque des indices 1 et 2) sont associe´s a` la
premie`re investigation impliquant l’injection g1, celui de gauche se concentrant sur
l’analyse de la sortie o1 quand celui de droite s’attache a` o12. Les graphes du bas
(que l’on marque des indices 3 et 4) se distribuent similairement cette fois-ci pour
l’injection g12. Ces deux investigations sont analyse´es conjointement et une unique
fdp jointe est e´chantillonne´e a` partir de l’ensemble de ces donne´es, ce qui permet
de be´ne´ficier d’une information plus riche pour l’estimation des parame`tres, certains
parame`tres e´tant influents dans les deux investigations.
L’injections g1 persuade le syste`me de controˆle que la masse d’e´preuve nume´ro
un est en mouvement dans son compartiment 24. La variable o1 e´tant en Drag-Free,
le syste`me de micropropulsion du satellite est sollicite´ pour corriger cette erreur de
positionnement apparente. La masse d’e´preuve nume´ro deux va donc, de meˆme, se
de´placer relativement au satellite du fait de cette commande, mais le de´placement
di↵e´rentiel x12, sous controˆle du syste`me de capacite´, ne devrait pas eˆtre modifie´
par cette agitation du satellite. Cependant, du fait des di↵e´rences de couplage entre
les masses 1 et 2 avec le satellite (⌦21,XX 6= ⌦22,XX), les acce´le´rations applique´es par
le mouvement du satellite sur ces masses sont le´ge`rement di↵e´rentes, et l’on observe
alors un de´placement di↵e´rentiel significatif. En revanche, l’injection g12 n’engendre
des conse´quences appre´ciables que sur la voie de mesure o12. En e↵et, le syste`me
de capacite´ corrige o12 en agissant uniquement sur la masse nume´ro 2. Tout e↵et
de cette injection g12 sur la sortie o1 semble eˆtre largement domine´ par le bruit, en
particulier celui du syste`me de micropropulsion.
En ce qui concerne les re´sidus, on note pour les graphes 1, 2 et 4 25 une assez
bonne correspondance entre les re´sidus et le mode`le de bruit. Toutefois, il subsiste
a` basse fre´quence des niveaux de re´sidu significativement au-dessus du niveau de
bruit pour les graphes nume´ro 1 et 4, typiquement au voisinage de la fre´quence
f = 1.10 3Hz. Cependant, on juge la me´thode d’estimation du mode`le de bruit pas
encore entie`rement satisfaisante. Il s’agit simplement d’un ajustement polynomial
des densite´s spectrales d’amplitude des observations onoise1 et o
noise
12 fournies par les
investigations de bruit. Une me´thode de de´termination de ce mode`le plus pre´cise
et robuste nous semble essentielle avant de pouvoir discuter d’un tel degre´ de per-
formance de l’ajustement MCMC re´alise´ ici. Ce point sera en outre discute´ dans la
section suivante.
A.3 Discussion et perspectives
La me´thode pre´sente´e dans cette annexe semble prometteuse dans le cadre de
l’identification syste`me re´alise´e par l’interme´diaire du mode`le SSM . L’algorithme
est d’autant plus justifie´ lorsque l’e´valuation de la fonction de vraisemblance est
couˆteuse en terme de ressources de calcul, ce qui est le cas avec le mode`le SSM .
24. ou de manie`re e´quivalente modifie le signal de re´fe´rence a` traquer
25. le graphe nume´ro 3 e´tant moins pertinent pour cette analyse e´tant donne´ la nette domination
du bruit
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L’opportunite´ de la paralle´lisation massive de l’exe´cution qu’il o↵re permet de re´ali-
ser ces e´tudes en quelques heures seulement, cette dure´e de´pendant bien entendu du
temps de convergence ne´cessaire et plus ge´ne´ralement d’une configuration ade´quate
de l’algorithme. Malgre´ ces performances, les charges ope´rationnelles quotidiennes
de la communaute´ scientifique lors de la mission et les contraintes de temps qu’elles
impliquent semblent privile´gier des me´thodes simples, rapides, robustes, reproduc-
tibles et documente´es, du moins dans l’analyse des donne´es en temps re´el. Il est clair
qu’une e´quipe en poste ne peut se permettre des temps d’attente trop longs et des
proce´dures d’optimisation des algorithmes trop nombreuses lors des activite´s quo-
tidiennes. D’autant plus que l’outil d’ajustement pre´sente´ ici sort a` l’heure actuelle
du cadre de la boˆıte a` outil LTPDA, cette dernie`re e´tant exclusivement utilise´e dans
le cadre des ope´rations. C’est la raison pour laquelle cet outil d’ajustement, initie´
a` l’APC durant cette the`se, a vu son de´veloppement de´cliner progressivement ces
derniers mois. S’il n’est probablement pas adapte´ a` une utilisation en temps re´el lors
des ope´rations, il n’en reste pas moins un outil alternatif inte´ressant, pouvant eˆtre
sollicite´ a posteriori afin par exemple d’a ner certains re´sultats obtenus au jour le
jour par les e´quipes en place. A ce titre, le point fort de cet algorithme est la grande
ge´ne´ralite´ des proble`mes auxquels il peut eˆtre confronte´, comme ceux pose´s par
des mode`les largement multivarie´s et exigeants en temps de calcul, des parame`tres
non-line´aires ou la non-gaussianite´ de la fdp cible.
Pour cette raison, on pense ne´cessaire la poursuite du de´veloppement de ce type
d’algorithme qui, par ailleurs, sollicite a` nouveau la mode´lisation SSM disponible
dans la boˆıte a` outil LTPDA. Un certain nombre de points d’ame´lioration ont de´ja`
e´te´ e´voque´s dans la section pre´ce´dente. Tout d’abord, la connaissance pre´cise pre´a-
lable d’un mode`le de bruit pour l’ajustement des parame`tres constitue une di culte´
dans la preuve de la pertinence des re´sultats de l’estimation. D’une part, on pense
que la me´thode d’estimation du mode`le de bruit a` partir des donne´es de bruit obser-
ve´es n’est pas optimale et doit eˆtre revue. A ce titre, on pense s’aider de la me´thode
re´cemment de´veloppe´e par la collaboration LPF de´die´e a` l’ajustement de densite´s
spectrales d’amplitude et accessible dans LTPDA sous le nom de ao.psdvfit. Ce
point constitue la priorite´ nume´ro un dans la poursuite des activite´s de de´velop-
pement de cet outil. D’autre part, on devrait e´galement pouvoir s’extraire de la
ne´cessite´ de supposer un mode`le de bruit a priori. En e↵et, cette ne´cessite´ rend
l’analyse de´pendante de la re´ussite des investigations de bruit et suppose aussi la
stationnarite´ de ce dernier. L’article [44] pre´sente la de´finition d’une fonction de
vraisemblance ne ne´cessitant aucune mesure de ce niveau de bruit. Il serait alors in-
te´ressant de rendre optionnel le choix de l’une ou l’autre fonction de vraisemblance
dans l’algorithme, comme cela est d’ailleurs le cas dans la plupart des proce´dures
d’analyse imple´mente´e dans LTPDA. Cet aspect repre´sente la priorite´ nume´ro deux.
Enfin, la de´pendance intrinse`que de l’ajustement a` la nature du mode`le   consi-
de´re´, par l’interme´diaire de la de´finition de la fonction de vraisemblance utilise´e,
complique l’e´tablissement de toute conclusion quantitative sur la pre´cision de l’esti-
mation des parame`tres physiques. Par exemple, les diverses comparaisons re´alise´es
entre les ajustements issus de cette me´thode et d’autres utilisant le mode`le d’acce´-
le´ration aux e´quations A.3 et A.3, bien qu’ils admettent ge´ne´ralement une certaine
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cohe´rence 26, sont di ciles a` interpre´ter compte tenu de la nature tre`s di↵e´rente des
mode`les suppose´s. La priorite´ nume´ro trois sera donc de connecter les mode`les d’ac-
ce´le´ration a` l’outil MCMC , ce dernier pouvant alors se´lectionner au choix di↵e´rents
mode`les, ce qui permettra de re´aliser des comparaisons plus pertinentes entre les
diverses me´thodes d’ajustement.
26. Elle est relative toutefois, car les estimations issues des me´thodes d’ajustement en comparai-
son se situaient re´gulie`rement en dehors de leur barre d’erreur respective, e´cart pouvant atteindre
plusieurs  .
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Abstract
The gravitational Universe and the rise of an entirely new astronomy using gravi-
tational waves have been selected by ESA as the scientific theme for the future large
space mission L3 planned for 2030 decade. In that context, eLISA mission seems
favored, and is besides preceded by the LISA Pathfinder mission, about to be laun-
ched (December 2nd), that aims to demonstrate the technology envisaged. Focused
on an observation frequency band lower that the current ground detectors, which
the new generations have just started (ore are about to start) the observation runs,
eLISA mission would be able to observe compact binary objects, like supermassive
or intermediate black holes, neutron stars, white dwarves, and eventually cosmolo-
gical sources (cosmic strings, Universe phase transitions). The scientific output of
this mission would be very wide, concerning at the same time fundamental physics,
cosmology and astrophysics.
Detection principle requires to maintain four cubic test masses in free fall, contai-
ned in three di↵erent satellites, thus forming a triangular constellation in heliocentric
orbit. Laser links will connect the spacecraft the ones to the others, and the interfe-
rometer thus formed will be sensitive to tidal deformations caused by gravitational
waves crossing the detector. Preventing the test masses as much as possible from
any stray external forces is primordial, because any oscillating acceleration of the
test mass would be undistinguishable from gravitational waves signals. Metrology
and disturbance reduction systems, called LTP , will be tested in space conditions
with LISA Pathfinder mission. One of the main objectives is to demonstrate that we
are able to maintain two free falling test masses in an environment such that the dif-
ferential acceleration between the test masses is lower than 3.10 14ms 2Hz 1/2 at
the frequency 1mHz. LISA Pathfinder will represent an essential source of infor-
mations for the design and the estimate of eLISA sensitivity. The work described
in this document comes in this context and is focused on the building of a simu-
lator of the dynamics of the test masses and the spacecraft, that aims to assess
system performances from the properties of the various measurement and actua-
tion modules involved in the system, about which LISA Pathfinder will provide the
most representative characterization.
This work allows to deliver a simulator reproducing the closed-loop dynamical
behavior of a three-body system : the spacecraft (S/C ) and the two test masses
(TMs). It allows to perform preliminary estimates of a fundamental quantity, the
residual acceleration, that will limit the sensitivity of eLISA to low frequency gravi-
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tational waves. Furthermore, one of the main results is to provide the eLISA com-
munity a simulator tool that can have multiple uses. First of all it will allow to test
various configuration of the detector with respect to the definition of the mission,
its scientific outputs. At a time when the GOAT committee is charged to select
the best options possible for eLISA, it could be of obvious use. Secondly this tool
will provide the data analysis community an ever more precise estimation of the
eLISA sensitivity, taking into account the improving knowledge on noise sources
and detector imperfection. In this spirit the results of LISA Pathfinder will be of
utmost importance. Finally this tool is an important part of the on-going e↵ort of
the community to construct an ”end-to-end” simulator.
The main steps of the development of this tool, as presented in this document,
are as follows :
— In a first step, in part II, we focused on the definition of the equations of move-
ments which govern the dynamics of the S/C -TMs system. The di culty here
was to properly handle the various reference frames in order to characterize
the position and orientation of the three bodies (cf. section 5.1). To do this,
we introduced a convenient ”writing convention” (cf. section 5.2) in order to
alleviate these di culties. using this, we developed the equations of motion in
three successive steps : a vectorial formulation of the equations in a Galilean
frame, their transposition to a non-Galilean frame using Varignon’s relation
and then expressing this vectorial relation in a specific reference frame. On
thus achieves a formulation of the system dynamics in a reference frame that
allows its linearization (cf. sections 6.3 et 6.4).
— In chapter 7 we modeled this dynamics by a State-Space representation by
which the dynamical state of the system is contained in a state vector. This
framework allows to use matrix analysis to manipulate, analyze and solve the
dynamics equation, particularly if the are linear and stationary. the dynamics
has been linearized, taking advantage of the control laws of the expression
of the equations in suitable reference frame (cf. section 7.3). This linear and
stationary system is thus represented by a system of matrices (A, B, C and D),
independent of the dynamical state of the system and of time. This allows to
use the superposition principle (cf. section 7.2.2) which will be used to study
the influence of various noise sources, particularly in the frequency domain.
— In part III, the dynamical system is introduced in a closed loop system which
includes the modeling of the actuators, of the sensors, of the noises and im-
perfections as well as the control laws whose purpose is to center and correctly
orient the TMs and the local S/C with respect to the distant one. The simpli-
fied models for the sensors, actuators, noise sources and direct perturbations
are studied in 8.2, 8.3 and 8.4. We study in detail the e↵ect of the actua-
tion cross-talk, particularly those related to the capacitive system which will
have an important impact at high frequencies (cf. section 8.3.2). The coupling
between the dynamics of the S/C and those of the TMs , dependent of the
sti↵nesses is introduced in section 8.4.2. Further, in chapter 11, we improve
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the previous model discussed in using a more realistic modeling of the direct
forces applied on TMs and of the actuation and measurement noises, which
are inspired by modeling and experimental campaigns driven by the LPF
collaboration, Airbus Defence & Space company or the ONERA research ins-
titute.
— Finally, in section 8.5, the control laws are presented. The di↵erent com-
ponents of the control strategy (Attitude, Drag-Free and Suspension) are
discussed and compared to those of LISA Pathfinder. As ”closing the loop” is
indispensable to test the system performances and optimize the simulator, we
have used the LPF controllers in this simulator (cf. section 8.5.3). Because
both systems are quite similar, these controllers are su cient in stabilizing
the dynamics (cf. section 10.1). In chapter 10 however, we have observed
that these controllers are not optimal for eLISA (cf. section 10.4.1). This
first instance of the control laws have allowed to study in su cient detail the
system and the improvements of these controllers is hence possible once the
di↵erent improvements points have been identified (cf. sections 10.1.2, 10.2
and 10.4.1).
In chapter 9, residual acceleration noise is defined and we explained how this
is calculated from the dynamics of the TMs . From the time dependence of the
dynamical variables resulting form the simulation (cf. section 10.1) we estimate the
residual acceleration noise level and study its frequency dependence. The study in
the frequency domain (cf. section 10.3) allows to analyze each noise component and
each imperfection on the acceleration noise, taking advantage of the superposition
principle that can be applied because of the linearization of the system. This study
demonstrated the non-optimality of the used control laws, which are in particular
responsible for a high increase of the acceleration noise at high frequency, due to a
too high sensitivity of the feedback loop to the inertial sensor noise (cf. section 10.4).
To corned this artefact, we have made simple modifications of the control laws, in a
addition with a reduction of the crosstalk values, the value of which was irrelevantly
high in our case and directly come from a margin imposed by the industrial Airbus
Defence & Space.
We have been led to consider two di↵erence frequency domains in which di↵erent
dominant components can be identified :
— At low frequency, between 10 5Hz and 2.10 3Hz the acceleration noise is do-
minated by the direct force perturbation. Magnetic forces seem to dominate
this contribution at the lowest frequencies, while in the intermediate fre-
quency domain, from 2mHz, the white brownian noise drives the acceleration
noise behavior until around 6mHz (cf. sections 11.1.1 and 11.3).
— At high frequencies, between 2.10 3 and 10 1Hz, the acceleration noise is
dominated by the micro-propulsion system. The loop authority being quite
weakened in this frequency domain (cf. figure 8.15), the satellite motion is
entirely submitted to his own propulsion noise. Then, the test masses jitter
in their housing according to this propulsion noise and the sti↵ness coupling
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lead to an increase of the acceleration noise in this frequency domain. At
even higher frequencies, this e↵ect vanished, first because the Drag-Free gain
increase a little in that domain, and second, because the inertia of the satellite
make the position of the test masses in their housing progressively (in 1/f 2)
insensitive to the micropropulsion noise.
If the immediate use of such a simulator is immediately apparent, nevertheless
a number of improvements should be implemented if precise quantitative estimates
are to be produced. Firstly an optimization of the controllers is essential. It has been
seen in section 10.4.1 the importance of the control performances on the acceleration
noise. The modification of these controllers, obtained from LPF is a first priority.
We have also observed in section 13.4 that the mismatch between the sensitive axis
and the Drag-Free axis has also an impact on the acceleration noise and hence on
the sensitivity curve of eLISA. The possible pointing of the telescopes reduces this
issue. It seems essential to introduce this possibility in the simulator. In the same
context, and maybe in a first stage, we will have to model more realistically the
attitude control in introducing the communications between the satellites in the
model, which at this stage, considers the S/C independently. Last but not least, the
inclusion, into the simulator the results from the LPF mission. This will result from
the work of the whole LPF and eLISA collaboration.
We keep in mind that a simulation tool is, by definition, imperfect. A model
that would reproduce exactly the behavior of a physical system is out of reach. It
is therefore necessary to balance between flexibility, speed and ”souplesse”, favoring
the simplicity of the model and the precision and fidelity which tend to enhance its
complexity. In our case, wether this simulator will be integrated in the ”end-to-end”
simulator described in chapter 14 or wether we emphasize on the precision to be ob-
tained on the sensitivity curve, the complexity is not the same. These di↵erent aims,
and more generally the place of this simulator in the framework of the community,
should be discussed by the ”Simulation Working Group” of the eLISA Consortium.
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